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A Daniela e Barbara

Introduzione

Raccolgo qui la collezione di manoscritti prestampa elaborati principal-
mente per la Enciclopedia Italiana delle Scienze Fisiche quale coordinatore
della voce quadro Meccanica Statistica (con pochissime modifiche rispetto
alle versioni stampate o in corso di stampa).™!

Insieme forniscono un’ analisi delle questioni fondamentali della Meccanica
Statistica, soprattutto classica, elaborata nel corso di un ventennio durante
il quale gli argomenti esposti sono stati oggetto di molti corsi e seminari in
varie universitd. Alcuni manoscritti prestampa vennero elaborati per altri
scopi (Dizionario del Novecento, o riviste scientifiche).

Non sempre la discussione & una pura riesposizione di idee ben stabilite;
non & perd il caso di fornire un elenco delle novitda. Considererd un successo
di questo lavoro se riceverd commenti (anche se sdegnati) sui punti che
possono essere controversi: vorra dire almeno che il lavoro avra raggiunto
I’ obiettivo di sollevare una discussione sui fondamenti della Meccanica
Statistica. Considero infatti di grande importanza una tale discussione e il
parteciparvi sara per me molto interessante.

Spero che questa collezione possa anche essere utile agli studenti, por-
tando alla loro attenzione problemi ai quali nei corsi universitari vengono
dedicati solo cenni, per necessita di concretezza (ossia perché “queste cose
non servono a nulla”) o pit semplicemente per mancanza di tempo. Non
intendo per0 spingerli ad occuparsi di questioni di fondamenti. lo credo,
anzi, che i pit giovani non debbano occuparsi di questioni di fondamenti: a
questi ci si pud dedicare dopo che si € ottenuta una visione prospettica che
solo la ricerca attiva e avanzata pud fornire (o almeno il tentativo so [erto
di svolgerla, nel corso di lunghi anni). Tanto piu che chi si accosta troppo
presto a tali problemi inevitabilmente cede alla tentazione di dedicare I’ at-
tenzione a questioni astratte, che non mi paiono mai rilevanti. In generale,
infatti, non apprezzo studi sui fondamenti che non abbiano il carattere di
concretezza che spero questi miei scritti abbiano, nonostante tutto.

Ma non voglio dire che gli studenti non debbano formarsi una visione
“filosofica” dei problemi dell’ area nella quale intendono lavorare. Perché &

“n alcuni punti appaiono riferimenti ad altre voci dell’ Enciclopedia, dovute spesso ad
altri autori, o talvolta solo previste nel programma e non scritte. | riferimenti sono
indicati con (v.), ovvero in forma piu esplicita.



necessario, per produrre idee originali, o anche solo lavoro di buona qualita
scientifica, che ognuno si formi convinzioni filosofiche precise sulla natura
delle cose, pur nella consapevolezza che qualsiasi convinzione filosofica sui
fondamenti (della Meccanica Statistica e della Fisica piu in generale) per
quanto chiara e irrefutabile possa apparire a chi la formula, anche se dopo
lunghe e meditate vigilie, di [cilinente potra apparire meno che criticabile
a qualunque altro interlocutore. E pur di essere, quindi, sempre disposti a
rimettere tutto in discussione, ed evitare di credere di aver infine raggiunto
la “verita”, una, immutabile e oggettiva (nella quale & vano credere).
Desidero ringraziare I’ Enciclopedia Italiana per aver stimolato la real-
izzazione di questo lavoro conferendomi il compito di coordinatore della
sezione di Meccanica Statistica della Enciclopedia delle Scienze Fisiche. Ed
& doveroso sottolineare che quest’ opera € stata resa possibile dal supporto
finanziario e soprattutto culturale dell* Istituto dell’ Enciclopedia Italiana.
Il clima creato nella redazione del Dizionario delle Scienze Fisiche, divenuto
poi Enciclopedia, mi ha profondamente stimolato alla meditazione dei vari
temi raccolti nel corso degli ultimi nove anni: ed esprimo qui la mia ri-
conoscenza ai colleghi redattori. E’ molto importante che in Italia ci siano
ancora iniziative di questa natura: non immediatamente legate alla logica
di profitto che muove un’ editoria troppo preoccupata, al tempo stesso, di
non correre rischi. Il contributo finanziario del CNR (Gruppo Nazionale
di Fisica Matematica) ha poi reso possibile la stampa: ed esprimo al Con-
siglio Scientifico e ai professori C. Cercignani, C. Marchioro e V. Bo [1al
mia gratitudine per I’ apprezzamento cosi mostrato per questo mio lavoro.
Ringrazio infine A. Alippi, G. Altarelli, P. Dominici e V. Cappelletti per
essersi adoprati a [nché I' Enciclopedia Italiana potesse ancora una volta
mostrare la sua straordinaria apertura culturale permettendo la ripro-
duzione dei testi, dei quali detiene i diritti d’ Autore, in questa raccolta
(non destinata al commercio). Permettendone cosi una piu facile circo-
lazione negli ambienti scientifici italiani e stranieri che, con la loro influenza,
hanno anche contribuito alla concezione e realizzazione. Questi testi sono
riconoscibili dagli altri perché recano nella prima pagina la dicitura voce
per I’ Enciclopedia delle Scienze Fisiche” ovvero ”per il Dizionario del Nove-
cento”.

La Rivista del Nuovo Cimento e il Journal of Statistical Physics hanno
gentilmente concesso la riproduzione degli articoli ivi pubblicati.

Giovanni Gallavotti

Roma, dicembre 1994
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2 Meccanica statistica classica

§1 Introduzione

La MS pone il problema di dedurre le proprietda macroscopiche della ma-
teria dalla ipotesi atomica intesa in senso stretto.

La materia €, in questa ipotesi, costituita da aggregati di atomi o molecole
che si muovono secondo le leggi della meccanica classica —, ovvero della
meccanica quantistica — e la corrispondente teoria prende il nome di MS
classica 0 MS quantistica.

Consiste, dunque, la materia, di un grandissimo numero N di particelle
essenzialmente puntiformi (N = 6.02 1023 particelle per grammomolecola=
“numero di Avogadro” - : che implica che, ad esempio, 1 cm?® di idrogeno o
di qualsiasi altro gas perfetto in condizioni normali (1 atm a 0°C) contiene
circa 2.7 10'°® molecole) che interagiscono a mezzo di semplici leggi di forza
conservative —.

Consideriamo il caso della MS classica piu in dettaglio.

Uno “stato microscopico” & descritto specificando il valore degli impulsi
(0, cio che & lo stesso, delle velocita) e delle posizioni di ciascuna delle N
particelle ad un dato istante: questo significa specificare 3N + 3N coor-
dinate che individuano un punto dello “spazio delle fasi” — (secondo la
terminologia della meccanica).

Nella visione originale di Boltzmann non sembra che le particelle venissero
realmente pensate come suscettibili di assumere un continuo di stati a 6N
dimensioni.

Piuttosto lo spazio delle fasi si pensa suddiviso in un numero finito di
piccolissime cellette di uguali dimensioni, ognuna delle quali determina
posizione ed impulso di ogni particella del sistema con una precisione uguale
a quella “massima possibile”.

Per precisione massima possibile si deve intendere la massima precisione
consentita dai piu perfetti apparati di misura. E si pone una questione
di principio: si pud o no ritenere che ogni imprecisione di misura sia per-
fettibile migliorando gli strumenti? se si ritiene di si allora le celle dello
spazio delle fasi rappresentanti stati microscopici osservati con la massima
precisione debbono essere punti e debbono essere concepiti come un con-
tinuoa 6N dimensioni. Perd dal momento che gli atomi e le molecole non
sono direttamente osservabili si possono nutrire dubbi circa la liceita dell’
assunzione di perfetta misurabilita delle loro coordinate di impulso e po-
sizione. Ad esempio nella critica ai fondamenti della meccanica classica ap-
pare il “(Principio di indeterminazione)” - che postula come teoricamente
impossibile misurare una componente p dell’ impulso di una particella e
la corrispondente componente g della posizione della stessa particella con
precisioni rispettive dp e dq senza che

0pdgq = h (1.1)
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ove h =6.62 10727 erg sec & la “costante di Planck”.

Senza addentrarsi nei problemi sollevati da queste considerazioni conviene
dunque procedere immaginando che gli stati microscopici di un sistema di
N particelle siano rappresentati da cellette nello spazio delle fasi costituite
dai punti di coordinate:

= dp/2 op/2
Pg —0P/2 < pa < Pg + 0P —
be — Bp/2 = Qo = 0 + 3072 a=1,...,3N 1.2)
se p1, P2, ps sono le coordinate dell’ impulso della prima particella, pa,
Ps, ps della seconda etc., e g1, g2, gz sono le coordinate della posizione
della prima particella, g4, gs, gs della seconda etc... Le coordinate pg e qg
servono ad identificare il centro della generica celletta e quindi la celletta
stessa.

In base alla discussione sulla taglia delle cellette si supporra che

dpdg =h (1.3)

ove h & una costante a priori arbitraria e che conviene non fissare perché
puo essere interessante, per i motivi appena addotti, vedere come la teoria
dipenda da essa. Ha I’ interpretazione di limitazione alla precisione con cui
sono eseguibili misure di una coordinata di impulso e della corrispondente
coordinata di posizione.

Dunque lo spazio degli stati microscopici & I’ insieme delle cellette cubiche
A di volume h3N con le quali si immagina suddiviso lo spazio continuo delle
fasi. Per ipotesi non ha senso porsi il problema di tentare di individuare
con maggiore precisione lo stato microscopico.

La ottimistica situazione classica in cui sono possibili misure perfettedi
impulso e posizione simultanee sara ottenuta considerando, nella teoria pit
generale, il limite per h che tende a zero.

La realta di questa situazione in cui h = 0, anche volendo ignorare quanto
si & appreso dalla meccanica quantistica, & non direttamente verificabile a
causa della impossibilita pratica di osservare con infinita precisione (o solo
con “grande” precisione) un singolo atomo.

§2 La dinamica microscopica.

L’ ipotesi atomica, oltre a supporre I’ esistenza di atomi e molecole sup-
pone anche che tali particelle si muovano seguendo una legge di moto -
deterministica.

Questa ipotesi pud essere imposta pensando che sia definita una legge di
trasformazione S:

SA = A" (2.1)
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che trasforma le cellette dello spazio delle fasi le une nelle altre e che de-
scrive la dinamica del sistema: se al tempo t il sistema € individuato mi-
croscopicamente dalla celletta A dello spazio delle fasi, al tempo t+ 1 sara
individuato dalla celletta A~ Qui T & una unita di tempo estremamente
piccola rispetto agli intervalli di tempo macroscopici sui quali si osserva il
sistema dato e, tuttavia, € un intervallo di tempo accessibile a misurazione
diretta, almeno in linea di principio.

La legge di evoluzione S non é arbitraria ma deve verificare alcune pro-
prieta fondamentali: e precisamente deve verificare le leggi della meccanica
newtoniana onde realmente tradurre il principio del meccanicismo insito
nell’ ipotesi atomica.

Questo significa, anzitutto, che ad ogni celletta A dello spazio delle fasi,
sono associate tre grandezze fondamentali: le energie “cinetica”, “poten-
ziale” e “totale” denotate rispettivamente T (A), ®(A), E(A).

Se, per semplicita, si suppone che il sistema consista di N particelle iden-
tiche di massa m e interagenti due a due via una forza conservativa di
energia potenziale ¢ e se A ¢ la celletta individuata da (p°,q°), vedi (1.2),
tali grandezze sono definite rispettivamente da:

TE)=TAQ) = (Ei) /2m p; = (P3i—2+ P3i—1, P3i)
i=1
&% A |

@) =®(A) = 0@ —9) 9 = (G52 0i-1,%) (22)
i<j

E(P",q)=E@)=T(")+®@Q")

ove p = (Egi_z,pgi_l,pgi), q; = (g;i_z,qgi_l,qgi), sono il momento e la
posizione della i-ma particella, i = 1,2,...N, nello stato corrispondente al
centro (p°,q°) di A.

Rimpiazzando p~,q°, ossia il centro di A, con un altro punto (p,q) di A
si ottengono valori T (p), ®(q), E(p, q) per I energia cinetica, potenziale e
totale diversi da T(A),P(A),E(A): perd tale dilerenza deve essere non
osservabile; altrimenti le cellette A non sarebbero le pid piccole osservabili,
come invece si & supposto.

Se ora T & un fissato intervallo di tempo e se si considerano le soluzioni
delle equazioni del moto di Hamilton:

. _ _OE
(P, 9D, p= 6—9(9,9) (2.3)

con dati iniziali (p°, q°) al tempo 0, si trovera che il punto (p°, g°) evolve nel
tempo T in un punto (p5q". Si definisce allora S in modo che SA = A se
A€ la celletta che contiene (p7q"). L’ evoluzione (2.3) pud condurre alcune
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particelle al di fuori del volume V a loro disposizione che, per semplicita,
immaginiamo cubico: si deve allora pensare sempre che le (2.3) vengano
completate da “condizioni al contorno” che dicono (ad esempio) che le
pareti di V sono “riflettenti”, ovvero “periodiche”, identificando le facce
opposte di V.

Si pongono perd alcune questioni di principio sulla trasformazione S che
conviene non ignorare, sebbene il loro approfondimento apparira piu inter-
essante solo in seconda lettura.

Anzitutto trascureremo la possibilita che (pt/q" sia sulla frontiera di una
celletta (caso in cui A nhon & univocamente determinato, ma che pud essere
evitato immaginando di deformare leggermente le pareti delle cellette).

Pil importante, anzi veramente essenziale, & la questione se SA; = SA;,
implichi A; = A,: & questa una proprieta certamente vera solo nel caso
delle cellette puntiformi (h = 0), per il teorema di unicita delle soluzioni
delle equazioni di [erknziali, e che ha un significato intuitivo ed un interesse
evidenti per la sua connessione con la questione della reversibilita del moto.

Nella discussione di questo punto gioca un ruolo fondamentale il “teorema
di Liouville” per cui la trasformazione che trasforma il dato iniziale gener-
ico (p,q) nella configurazione (p5qY & una trasformazione che conserva il
volume. -

Pertanto I’ insieme dei dati iniziali (p,q) in A evolve nel tempo T in un
insieme di punti A di volume uguale a quello di A.

Perd A pur avendo lo stesso volume di A non avra la stessa forma di par-
allelepipedo rettangolo di dimensioni dp o0 0q: sara piuttosto, per h piccolo,
un parallelepipedo ottenuto deformando A a mezzo di una trasformazione
lineare che espande in certe direzioni e contrae in altre.

Naturalmente perché la rappresentazione degli stati di sistema, come cel-
lette dello spazio delle fasi, sia consistente occorre scegliere il tempo T in
base ai seguenti criteri.

Si supponga che h sia molto piccolo in modo che la regione A sia pens-
abile come ottenuta traslando A ed eventualmente deformandolo a mezzo
di una dilatazione o contrazione lineare in alcune direzioni (contrazione e
dilatazione complessive si “bilanciano” perché il volume, come si & detto,
resta costante): questa condizione si realizza facilmente se h & abbastanza
piccolo, perché le soluzioni delle equazioni di [erknziali ordinarie sono sem-
pre pensabili, localmente, come trasformazioni lineari (vicine all’ identita
per tempi piccoli).

Allora:

i) E chiaro che se S dilata e contrae in alcune direzioni, anche se di poco,
devono necessariamente esistere coppie di cellette A; 8 A\, per cui SA; =
SA; (si pensi alla trasformazione del piano che cui trasforma (x,y) in
(1 + )7 Ix, (1 + £)y), € > 0 e alla sua azione sulle celle del reticolo degli
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interi). Occorre dunque che T sia cosi piccolo che per la “maggior parte”
delle cellette A:
T <0+(Q) 2.4)

ove 04 (A) é tale che la trasformazione S (vicina all’ identita per T piccolo,
appunto) produca contrazioni ed espansioni di A che siano trascurabili:
perché solo cosi la SA; = SA, con A; 8 A, potra verificarsi solo per una
frazione piccola delle cellette e si potra pensare che tali eventualita siano
trascurabili.

ii) Ma T non puo essere troppo piccolo se si vuole mantenere coerentemente
il punto di vista che gli stati microscopici sono descritti da cellette. Infatti
alla celletta A ¢ associata una scala di tempo naturale 68— (A) che pud essere
definita come il tempo minimo perché A sia distinguibile dalla celletta in
cui si evolve nel tempo 6_(A): e T deve essere certamente pit grande di
guesta scala di tempo “minima”:

B_(QA) <t (2.5)

Riassumendo, dunque, per poter definire la dinamica correttamente come
una trasformazione che permuti fra loro le cellette occorre che h (cioé la
dimensione delle cellette) sia piccola e che T sia scelta in modo che:

B = max I_(A)=1=6, = min 8.(A) (2.6)

ove le virgolette significano che il massimo ed il minimo devono essere scelti
al variare di A nella “maggior parte” delle cellette, nel cui insieme si possa
quindi ritenere che A; 8 A, implichi SA; B SA,.

E facile rendersi conto che se ¢ € un potenziale “ragionevole” (un tipico
modello per ¢ & il modello di Lennard-Jones ¢(r) = 4e((ro/r)'? —(ro/r)®),
ove € & I’ “intensita” di ¢ e ro ne & la “portata”), si avra in genere:

rI]im0 max06_(A) =0 2.7)

mentre per h piccolo il membro di destra della (2.6) (che ha carattere
puramente geometrico) diviene indipendente da h.

Dunque nel limite h - 0 & possibile scegliere T in modo che valgano le
(2.4),(2.5) e cioé siano soddisfatti i criteri sopra elencati come necessari per
la consistenza della descrizione degli stati del sistema a mezzo di cellette.

Perd se h > 0, e a posteriori si deve pensare che h = 6.62 1027 erg sec.
la questione diviene delicata, anzi delicatissima, soprattutto perché ancora
non sappiamo cosa si debba intendere per “maggior parte” delle cellette.
In realta in base ai risultati della teoria & possibile valutare I’ e [efito sui
risultati stessi della presenza di coppie di cellette con A; & A, per cui
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SA; = SA;. A questo punto si dovrebbe dunque, logicamente, posporre il
problema fino a che le conseguenze delle ipotesi che andiamo ponendo non
permettano di riesaminare la questione.

Conviene per0, per dare un’idea degli ordini di grandezza coinvolti nel
problema e della sua delicatezza, anticipare alcuni dei risultati fondamentali
e dare una stima di 8_ e 6. il lettore che preferird immaginare che h =0 in
base ad una interpretazione dogmatica della ipotesi atomica potra evitare
la discussione che segue e procedere nell’ analisi dei fondamenti della MS
considerando il limite per h — 0 della teoria che segue.

Tuttavia, & bene sottolinearlo, questa & una semplificazione illusoria e che
evita un problema che oggi sappiamo essere tutt’altro che vano: il presup-
porre che si accetti per evidente un fatto che tale non & da un punto di vista
sperimentale, e cioé che abbia senso almeno in linea di principio misurare
con esattezza posizione e velocita di un enorme numero di molecole (o an-
che di una sola). E questa di [colka, é utile ricordare, fu proprio quella per
cui nel secolo scorso a molti risultd impossibile accettare I’ ipotesi atomica.
Tornando al problema di fornire un’idea degli ordini di grandezza di 6— e
B+ si pud pensare di interpretare “max” e “min” in (2.6) come valutati con-
siderando le cellette A “tipiche” nelle quali I’ impulso p e la velocita v della
grande maggioranza delle particelle assumano i loro “valori medi”’: vedremo
che la teoria degli insiemi statistici condurra ad una naturale distribuzione
di probabilita sulle cellette, in base alla quale sara possibile calcolare i val-
ori medi di varie grandezze, in una situazione stazionaria, in termini di
quantita quali la temperatura assoluta T, la massa m delle particelle, il
numero di particelle N, il volume V a disposizione del sistema.

La relazione fondamentale da usare & quella che fornira il valore medio
dell’ impulso e della velocita p e V:

v
p=mv=3mkT,mv? = 3kT 2.7

ove k = 1.38 10716 erg/°K & la costante di Boltzmann e T & la temperatura
assoluta ed m & la massa delle particelle.

Altre grandezze rilevanti sono i parametri caratteristici dell’ interazione,
cioé g, la “intensita” con dimensioni di un’energia, e rg, la “portata” con
dimensioni di una lunghezza: dalla applicazione della teoria generale segue,
indipendentemente dalla forma di ¢(r) (purché ragionevole; ad esempio si
pud considerare il modello di Lennard-Jones su menzionato), che € @c"
ove T? & la temperatura critica di liquefazione e ro € di qualche diametro
molecolare (dai 2 1078 c¢cm ai 4 10~ cm nelle molecole pit semplici quali
H,, He, O,,CO, etc).

Come prima quantita stimiamo 8.-(A) in una celletta tipica in cui si possa
assumere che le particelle evolvono nel tempo senza che alcuna di esse
subisca collisioni multiple.
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In questa situazione la variazione relativa di una dimensione lineare di A
nel tempo T sara, per T piccolo, proporzionale a T e potra dipendere da
€,m, ro,V: i numeri puri proporzionali a T, e legati alle dilatazioni, che
si possono formare con tali grandezze sono t(e/mr3)*/? e T1(mv2/mr3)*/2.
Pertanto le dilatazioni saranno trascurabili se, ricordando che mv? = 3kT
e posto € = kTg:

“Ellrz A Cdrg G !

T < min ,
kTc KT

=0, (2.8)

e la condizione t?e/mrZ < 1 significa che durante una collisione non c’@
espansione, mentre la seconda, T < ro/Vv, esprime che il tempo T & piccolo
rispetto alla durata delle collisioni.

La stima di 6—(A) puod essere basata invece sulle seguenti considerazioni.
Data A, le coordinate py € o dei punti della celletta A variano nel tempo
T, in base alle equazioni del moto, di:

(1)

130a] @—(P 9l =

0Pa

13pal J¢Lr—(|o Q=

6 (2) (2.9)

ove 3PE, 3PE sono le variazioni della energia E nella celletta A se le
coordinate pg 0 o variano di dp o dq, cioé delle dimensioni lineari di A, le
altre restando fisse.
Definendo allora I’ ”indeterminazione dell’ energia”, denotata dE (A), nella
celletta A come:
SE(A) = mgx(é&l)E, SPE) (2.10)

Si vede che la quantita di tempo minima 6—(A) che occorre attendere perché
la celletta evolva in una celletta distinguibile da A stessa € quella per cui:

6

3P E
>6q, ovvero 0_(A)maxy %— = 06p (2.11)

8_(A) maxq 5

perché appunto dp e 0q sono le dimensioni lineari di A e (2.11) dice che
almeno uno dei lati di A si @ mosso di una quantita pari alla sua lunghezza.

Ricordando che dp g = h si ha, dalle (2.10),(2.11):
8_(A)SE(A) =h (2.12)

per cui si potra scegliere 86— = 3t in modo che se:

5E = “min” SE(A) (2.13)
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sia:
OtoE = h (2.14)

Volendo ora trovare in base alle (2.8),(2.14) un intervallo (6—, 84) ammis-
sibile per T si pud immaginare che 3p ok quindi 8E = pdp/m £p3/m =
3KT e dunque:

68— = h/kT (2.15)

che fornisce anche una assai interessante interpretazione alla scala di tempo
h/kT come il tempo necessario perché una celletta, tipica fra quelle che
descrivono stati microscopici a temperatura T, divenga distinguibile da se
stessa.

In altri termini 6+ & determinato dalla grandezza delle p,q, cioé dalle
derivate prime della hamiltoniana mentre 8_ ¢ legato all’ espansione nello
spazio delle fasi e cioé alle derivate seconde della hamiltoniana.

Con un po’ di algebra si trova, da (2.8), (2.15):

8.+/0— = (Mr2kT/h?)Y2 min(T/Te, (T/Te)Y?).

Pertanto & chiaro che la condizione 8./6_— > 1, necessaria perché esista
T verificante (2.6), e cioé perché sia consistente la descrizione degli stati
microscopici in termini di cellette, sara verificata per T grande, diciamo
T [Tgma non per T piccolo. E dalla espressione appena dedotta per
8../6_ si trova:

1 gj

]
To/Te = max h(mrakT.)~2, h(mr2kT.)1/2 (2.16)

La seguente tabella da un’idea degli ordini di grandezza ed & elaborata
avendo scelto h = 6.62 10727 erg/sec (un risultato non molto diverso per
h e quindi 31, si otterrebbe se, ignorando la costante di-Pignck suggerita
dalla meccaniga-gupntistica, si scegliesse 3p [P, bq [=V/N. Infatti cosi
la 3pdq [P V/N risulterebbe in casi ragionevoli, (1 cm?® di idrogeno,
m=3.3410"%* g, T = 273°K,N = 2.710%%, k = 1.38 1076 erg/°K), dello
stesso ordine di grandezza della costante di Planck: dpdq [—2.04 10~2° erg
sec. L’ ordine di grandezza corrispondente di 6_ & 8_ £543 10712 sec.

La vicinanza fra le stime di 6_ e 8. per T £FJ, che si desume dalla tabella,
mostra che la questione della coerenza della rappresentazione in termini di
cellette, presa in senso stretto, € dipendente in modo molto delicato da h e
in ogni caso se h & 0 & degtinaga a non essere consistente se T — 0 (perché
- - ©)eeB0 B+ - mri/e <oo).
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o € Tol/Te | TYE? A B m
10~8cm | 10~ *%erg K |107% cgs| cgs |1.17 10~%4g

Hy, | 2.76 0.57 4.3 33.2 2.46 26.7 2

CO, | 3.23 5.25 0.12 |304.1 36 42.7 44

He | 2.65 0.08 15. 5.19 0.33 235 4
N, | 3.12 2.17 0.25 | 126. 13.4 38.6 28
O, | 2.93 2.65 0.23 |154.3| 13.6 31.9 32

le colonne A, B riportano i dati empirici, direttamente accessibili agli es-
perimenti, della equazione di stato di Van der Waals (n = N/(numero di
Avogadro)= N/Na =numero di moli, R = kNa), si veda Viriale per le (*)
e (**) successive:

(P + An?/V?2)(V —nB) = nRT (D

che si assume per dedurre € e rg via le relazioni

4n L B 32
(B/Np) =4 ?O =4 ANZ=Tev (D

che conducono alle espressioni rop = (3B/2nNa)Y3, & = 3A/8BNA) =
81KkT./64.

§3 Medie temporali ed ipotesi ergodica.

Si & dunque condotti a pensare che la descrizione di un sistema meccanico
di N particelle identiche di massa m sia esprimibile (almeno a temperature
non troppo basse, T > Ty cfr. (2.16)) in termini di una “funzione energia”
definita sullo spazio delle fasi a 6N dimensioni e di una suddivisione dello
spazio delle fasi in cellette A di uguale volume h3N legato alla precisione
con cui si pensa di poter misurare impulsi e posizioni o intervalli di tempo
ed energie.

L’ evoluzione temporale osservata su intervalli di tempo multipli di una
unita T grande rispetto alla scala di tempo 3T associata alla decomposizione
in cellette dalla relazione (2.14) e piccola rispetto alla scala di tempo di
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“collisione”, (2.8), sara pensata come una permutazione delle cellette di
data energia: si trascura qui il fatto, discusso al 82, che possano esistere
cellette diverse che evolvono nella stessa celletta.

Date le premesse ed ipotesi sopra enunciate ci si domanda quale sia il
comportamento qualitativo di un sistema con energia “fissata” macro-
scopicamente, e cioé compresa fra E — DE ed E, osservato ad intervalli
di tempo T (con DE quantitd macroscopicamente piccola ma tale che
DE [4H = h/?%t, cfr. (2.14), (2.15)).

Boltzmann suppose che, nei casi interessanti, valesse I’ “ipotesi ergodica”
- secondo la quale I’ azione di S & la piu semplice possibile: ossia S & una
permutazione ad un solo ciclo delle N cellette della data energia:

SAk =Ak+1 k = 1,2,...,N (31)

se le cellette sono numerate opportunamente (e An+1 = Aq).

In altre parole, all’ evolversi del tempo, ogni celletta evolve visitando suc-
cessivamente tutte le altre di uguale energia.

Il fondamento di questa celebre e contestata ipotesi € la sua semplicita con-
cettuale: dice che nel sistema in questione tutte le cellette della medesima
energia sono equivalenti.

Ci sono casi in cui questa ipotesi & manifestamente falsa: se ad esempio il
sistema @ racchiuso in un contenitore sferi erfetto I’ evoluzione conserva
il “momento angolare” -~ (M(A) = =, p; Lal), per cui cellette con
diverso momento angolare non possono evolvere I’ una nell’ altra. Questo
g, sostanzialmente, il caso piu generale in cui la ipotesi ergodica non &
corretta: se I’ evoluzione non & una permutazione ad un solo ciclo la si
pud decomporre in cicli e corrispondentemente definire sulle cellette una
funzione A che ad ogni celletta associa un valore uguale per tutte le cellette
di uno stesso ciclo e diverso fra cellette di cicli diversi. Evidentemente la
funzione A cosi definita & una costante del moto che gioca lo stesso ruolo
del momento angolare dell’ esempio precedente.

Dunque, se I’ ipotesi ergodica non fosse valida, nel sistema varrebbero
altre leggi di conservazione oltre alla legge di conservazione dell’ energia:
in questi casi sarebbe naturale immaginare di fissare le quantita conservate
e domandarsi quali siano le proprieta qualitative dei moti di energia E
quando tutte le altre costanti del moto siano anche fissate: ovviamente,
ora, il moto sara per definizione una semplice permutazione ciclica di tutte
le cellette permesse dai valori prefissati dell’ energia e delle altre costanti del
moto. Quindi, in un certo senso, I’ ipotesi ergodica non sarebbe restrittiva.

Questa osservazione, come ben si avvide Boltzmann stesso, non sminuisce
alafito il problema relativo all’ ipotesi ergodica e, al contrario, ne mette in
luce alcuni aspetti sottili e profondi.
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Infatti la decomposizione di S in cicli (*decomposizione ergodica di S”
—) potrebbe essere cosi complicata da rendere praticamente impossibile
la costruzione e, ciog, inutile: questo avverrebbe se le regioni dello spazio
delle fasi corrispondenti ai vari cicli fossero, in qualche direzione almeno, di
taglia microscopica ovvero di taglia molto minore di quella macroscopica
ovvero fossero molto irregolari su scala microscopica (a di [erenza di quanto
accade nell’ esempio semplice, prima dato, della conservazione del momento
angolare).

Non & invero inconcepibile che possano esistere in casi interessanti compli-
catissimi integrali primi privi di interpretazione fisica macroscopica diretta.

Dunque il “problema ergodico” -, cioé la verifica dell’ ipotesi ergodica,
in casi in cui non ci siano particolari ragioni di simmetria che implichino I’
esistenza di ovvii integrali primi & un problema che resta da studiare caso
per caso. Una sua soluzione soddisfacente sarebbe la dimostrazione della
sua validita in senso stretto ovvero della possibilita di individuare i cicli di
S mediante superfici di livello di funzioni semplici (ossia di integrali primi
semplici) dotate di significato fisico macroscopico (ad esempio in termini di
leggi di conservazione, come nel caso gia illustrato del momento angolare).

E bene sottolineare che non si deve pensare che non esistano altri esempi
semplici ed interessanti in cui I’ ipotesi ergodica &€ manifestamente falsa. L’
esempio pil classico é la catena chiusa di oscillatori armonici descritti da:

1 —
T= pi/2m &= m(Gi+1 —G)?/2 (3.2)
i=1 i=1

in cui, per semplicita, qn+1 = g1 (condizione di chiusura o “periodicita™).
In questo caso esistono N integrali primi:

Ac=(p-n)?+w®? @ n)?* k=12...,N (3.4)

oven,, N, ...,N, sono N vettori ortonormali opportuni (“modi normali”
-) e w(k) sono le “pulsazioni proprie” — della catena:

w(k)? = 2(1 — cos 2rk/N) (3.5)

Allora cellette A e Adello spazio delle fasi per cui i vettori A(A) =
(A1(D), Az (D),. .., An (D)) e A(AT non coincidono non possono apparte-
nere allo stesso ciclo e dunque il sistema non & ergodico.

Tuttavia Boltzmann ritenne che circostanze come I’ ultima descritta si
dovessero considerare eccezionali: e converra non approfondire subito il
problema ergodico, sia per la sua di [calkd sia per vedere come si possa
procedere oltre nella formulazione della MS classica.
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Dato dunque un sistema meccanico di N particelle identiche (per sem-
plicitd) si consideri il problema dello studio di una data “grandezza
osservabile.” f(p, q) definita sullo spazio delle fasi.

La prima quantita importante che si pud studiare, e spesso I’ unica neces-
saria, & il valore medio di f:

_ R E—
f(a)= lim = f(Skn) (3.6)
Tooo T
k=0
ove f(A) = f(p,q) se (p,q) & un punto che individua A.
Se A = A, D,, ..., AN € il ciclo cui appartiene la celletta A chiaro che:

1 1 1
f(a) = N (A 3.7

k=1

e nel caso ergodico il ciclo consiste nell’ insieme di tutte le cellette di energia
uguale a quella di A.

Se I’ energia del sistema & determinata a meno di un errore macroscopico
DE trascurabile da un punto di vista macroscopico (ma grande rispetto
0E), le cellette di energia fra E — DE ed E saranno suddivise in cicli di
energia variabile ma su ciascuno di essi la T dovrebbe avere lo stesso valore
medio (a meno di variazioni trascurabili). Quindi, se J denota il dominio
delle variabili (p,q) in cui vale la (E — DE < E(p,q) < E), si dovra avere:

1] 1
f(QA) = ) f(p,q) dp dg/ | dpdq (3.8)

Ricordando, infatti, che le cellette hanno tutte uguale volume la (3.8) segue
immediatamente dalla (3.7) e dalla indipendenza, supposta sopra, di f(A)
da E(A), se h é cosi piccolo che la somma sulle cellette pud essere sostituita
dagli integrali.

Questa relazione, che Boltzmann congetturd essere vera “salvo casi ec-
cezionali” (quali la catena di oscillatori perfetta prima descritta) e scrisse
nella forma suggestiva:

. dt ﬂdg E
TILmoo T = dpda ] (3.9)

si legge “la media temporale di un’ osservabile & uguale alla sua media sulla
superficie di energia costante”. Come vedremo, cfr. 86, la (3.9) fornisce la
base euristica del "modello microcanonico” della termodinamica classica.
Si noti che se & vera la (3.9), cioé se & vera la (3.8), il valore medio di un’
osservabile dipende solo da E e non dalla particolare celletta A in cui il
sistema si trova inizialmente.
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Quest’ ultima proprieta & certamente un prerequisito per ogni programma
che intenda dedurre le proprieta macroscopiche della materia dall’ ipotesi
atomica, in quanto & ovvio che tali proprieta non possono dipendere dai det-
tagli delle proprietda microscopiche della configurazione A in cui il sistema
si viene a trovare ad un dato istante.

Infine & opportuno notare che nella (3.7) non appare piu la dinamica mi-
croscopica: questa infatti & implicita nella numerazione delle cellette fatta
in modo che A1, /\,, Az, ... siano le cellette in cui A evolve successivamente
ad intervalli di tempo 1. Perd nella (3.7) € chiaro che I’ ordine di tale nu-
merazione non & importante e lo stesso risultato si otterrebbe se le cellette
di data energia venissero numerate diversamente.

Si vede cosi il fascino dell’ ipotesi ergodica che sembra liberarci dalla ne-
cessita di conoscere i dettagli della dinamica microscopica ai fini del calcolo
delle medie delle osservabili. La illusorieta di questa concezione, chiara gia
a Boltzmann, & messa in luce nei successivi §4,6,7.

84 Tempi di ricorrenza ed osservabili macroscopiche.

Nelle applicazioni ha grande importanza sapere valutare la velocitd con
cui il limite f viene raggiunto: perché la (3.8) sia utile occorre che il limite
in (3.6) sia raggiunto in un tempo t, pur lungo rispetto a T, ma molto corto
rispetto ai tempi rilevanti per le osservazioni macroscopiche che si vogliono
eseguire sul sistema. Infatti € solo su scale di tempo dell’ ordine di t o pil
lunghe che I’ osservabile f appare costante e uguale al suo valore medio.

E perfettamente concepibile una situazione in cui il sistema & ergodico
ma il valore f(SKA) oscilla talmente, lungo la traiettoria, che il valore
medio di T viene raggiunto su scale di tempo dell’ ordine di grandezza del
tempo necessario a visitare tutta la superficie di energia costante che &
necessariamente enorme.

Ad esempio riferendosi ai calcoli di ordine di grandezza discussi alla fine
del §2, c.f.r. i valori di dp, 6E prima della (2.15) e la (2.15) stessa, bisogna
calcolare il numero di cellette di volume h3N contenute nella regione fra E
ed E +3E. v

Se la superficie della sfera unitaria a d dimensioni si scrive 2 ﬁdr(d/2)_1
(essendo I" la “funzione gamma di Eulero”), il volume della regione men-
zionata, nel caso in cui h sia molto piccolo, pud essere calcolato usando

coordinate polari ngHe-spazio degli impu\l7i p. Le cellette in Euestione sono

quelletalicheP = 3;P?variadaP = 2mEaP+3P = 2m(E +JE).
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Se si introducono, c.f.r. §2, (2.15) etc., le quantita:

v
P= 2mE odp=p= 3mkT
E  3kT

ove k & la costante di Boltzmann, k = 1.38 1076 erg/°K, T la temperatura
assoluta, V il volume occupato dal gas ed N il numero di particelle, si
trova che il volume in questione &, se si pone h = dpdq e si usa la formula
diStirling per valutare '(3N/2):

V__an-1. Vo
w=VN 2mE " T8P TN/2r(3N/2) =

_ V_

= (N3g3)N( Nop)*N~13P T /2M(3N/2) = (4.2)
51 V= N3N-1 an 1

= (3pdg)>NN N1 TN /21 (3N/2) @Nm(znem)% ~—tw

2

Quindi il numero N di cellette @ w/h3N ed il tempo di ricorrenza), se il
sistema si muovesse ergodicamente sulla superficie di energia E:

C_1 Gl
h 2me 2

L h L N-1/
Tricorrenza = NT = KT Nt 2kT = (4.3)

Come discusso al 82 I' ordine di grandezza di h/kT &, se T = 300°K, di
circa 10~* sec (per i nostri scopi non fara alcuna di [erknza che per h si usi
la formula h = 3pdq con &p e dq dati in (4.1) conV =1cm3, N = 2.7 10%°,
m = 3.34 10~%*g = massa della molecola di idrogeno, ovvero che si usi il
valore della costante di Planck).

Dunque il tempo di ricorrenza in (4.3) & inimmaginabilmente pit lungo
della eta dell’ universo non appena N supera il valore di qualche centinaio
(anche se molto minore del numero diAvogadro) e se T viene scelto = 0°C:
per 1 cm? di idrogeno a 0°C si ha N [ID* e Trjcorrenza = 107 -
100" sec, mentre I’ eta dell’ universo & (solo) IO sec!

L’ idea di Boltzmann per conciliare I’ ergodicita con la rapidita dell’
avvicinamento all’ equilibrio & che le osservabili interessanti, osservabili
macroscopiche”, siano tali da avere valore praticamente costante sullo
spazio delle fasi di data energia eccezion fatta per una piccolissima frazione
€ delle cellette: pertanto il tempo necessario a [nché il valore medio as-
intotico venga raggiunto sara non gia dell’ ordine di grandezza dell’ i-
perastronomico tempo di ricorrenza microscopica bensi dell’ ordine di
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TP= €T(icorrenza: E Si deve pensare che € — 0 al crescere del numero
di particelle e che T sia di moltissimi ordini di grandezza pit piccolo del
tempo di ricorrenza in modo da essere macroscopicamente osservabile! Si
veda §7.

Esempi di osservabili macroscopiche interessanti sono:

1) il rapporto tra il numero di particelle, che si trovano in un cubetto Q,
diviso per il volume di Q: questa grandezza sara denotata p(Q) e il suo
valore medio ha I’ interpretazione di “densita” in Q;

2) la somma delle energie cinetiche delle particelle T (A) = Zigiz/Zm;
3) la energia potenziale totale del sistema: ®(q) = Zi<j$(q, — gj);
4) il numero di particelle che si trovano in un cubetto Q aderente alla
parete del contenitore V del sistema e che hanno una componente della
velocitd negativa lungo la normale interna e compresa fra —v e —(v + dv),
con v > 0. Tale numero diviso per il volume di Q & la “densita n(Q, v) dv
delle particelle di velocita normale v che stanno per collidere con la parete
esterna del cubetto Q. La somma, sui valori di v e sui cubetti Q adiacenti
alla frontiera del contenitore V delle quantita che appaiono nella seguente
formula:

dvn(Q,Vv)(2mv)(vs/S) = P (A) 4.4)
Q v=0

con s = superficie di una faccia del cubetto Q, e S = superficie del con-
tenitore, & I’ impulso trasferito dal gas alla parete per unita di tempo e di
superficie. Infatti una molecola che urta la parete cambia la componente
normale dell’ impulso di 2mv (da mv a —mv) e il numero di collisioni per
unita di tempo dovute a particelle di velocita normale v & n(Q, v)vsdv. La
quantita (4.4) é un’osservabile che sara denotata P (A): il suo valore medio
la forza media esercitata dal gas sulla parete per unita di superficie, ossia
ha I interpretazione di “pressione”.

5) 1l prodotto p(Q) - p(QY, il cui valore medio & la “funzione di cor-
relazione” fra il cubetto Q ed il cubetto QY fornisce informazioni sulla
probabilita congiunta di trovare una particella in Q e, simultaneamente,
una in QY

85 “Insiemi statistici” (o “Ensembles” o *“Monodi”) e modelli di termod-
inamica.

Da un punto di vista piu generale, senza supporre la validita della ipotesi
ergodica, & chiaro che il valore medio di una osservabile esistera sempre
e sarad uguale al valore medio sul ciclo al quale appartiene il dato iniziale,
c.fr. (3.7).

Per descrivere pil quantitativamente questa osservazione si introduce la
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nozione di “misura stazionaria”: & una funzione che ad ogni celletta associa
un numero p(A) (“misura di A”) in modo che:

| I |
HA) =0 HA) =1 pA)=pEhH) G.1)
A

Si suol dire che p @ una “misura di probabilitd invariante” o “stazionaria”
sullo spazio delle fasi (0, meglio, sulle cellette dello spazio delle fasi).

Se si immagina di ricoprire lo spazio delle fasi con un fluido in modo che
la massa di fluido in A sia p(A) e se i punti dello spazio delle fasi vengono
fatti muovere secondo la legge S della dinamica, allora il fluido appare
immobile, ossia la sua distribuzione sullo spazio delle fasi resta invariante
(o stazionaria) al variare del tempo: questo motiva il nome usato per p.

E’ chiaro che p(A) deve avere lo stesso valore su tutte le cellette di uno
stesso ciclo Co di S (qui a & un indice che distingue i vari cicli di S).
Se N (Cq) & il numero di cellette Hlo a si deve avere quindi p(A) =
Pa/N(Cq), cOn pg =0 e tale che  pg =1, per A [C}.

Conviene definire per ogni ciclo C4 di S la misura stazionaria pg ponendo:

IIpL(A) =1/N(Cq) se A [T} (5.2)
=0 altrimenti
il che permette di pensare ogni misura invariante g come combinazione
lineare delle misure pq associate ai vari cicli di S:

1
VAV Paka(D) (5.3)
o

Questa decomposizione della pit generale misura invariante in somma
di “misure ergodiche” (perché tali sono chiamate le misure in (5.2), in
qguanto concentrate su un solo ciclo di S) viene naturalmente chiamata la
“decomposizione ergodica” della misura invariante L.

Boltzmann, in un profondo lavoro del 1884, formuld I’ ipotesi che le misure
stazionarie m fossero interpretabili come stati di equilibrio microscopico e
che, quindi, I’ insieme degli stati di equilibrio macroscopico potesse essere
identificato con un insieme (il termine usato da Gibbs e di uso corrente
& “ensemble”, mentre il termine usato da Boltzmann e ormai desueto &
”monodo”) di misure stazionarie definite sulle dello spazio delle fasi: un
tale insieme E verra qui chiamato “insieme statistico”.

La identificazione fra una misura stazionaria W sullo spazio delle fasi ed
uno stato di equilibrio macroscopico avverrebbe identificando p(A) con la
probabilita di trovare il sistema nella celletta A qualora si esegua, in un
istante scelto a caso, una misura del suo stato microscopico.

Pertanto il valore medio nel tempo, nello stato di equilibrio descritto da
M, di una qualsiasi osservabile f sarebbe:

1

f=  pof©w) (5:4)
JAN
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che & una relazione vera, per definizione, se p € ergodica (c.f.r. righe
seguenti la (5.3)) ma in generale non & direttamente collegabile alla ergod-
icitd come gia si € intravisto al §3 quando si € accennato alla lunghezza dei
tempi di ricorrenza e quindi alle ulteriori ipotesi necessarie alla deduzione
delle (3.8), (3.9), oltre all’ ipotesi ergodica). Ritorneremo sulla (5.4) e sull’

ipotesi ergodica, con la quale non deve essere confusa, al §6.

Boltzmann, nel lavoro menzionato, pose la seguente questione.

A prescindere dalla ipotesi ergodica o da qualunque tentativo di giustifi-
cazione dinamica della (5.4), si considerino tutti i possibili insiemi statistici
E di misure stazionarie sullo spazio delle fasi.

Per ogni fissato E e per ogni p CElsi definisca:

1
o(p) = HA)D(A) = “energia potenziale media”
T = HA)T Q) = “energia cinetica media”
A
U (W) =|9(L)_-IF T = “energia totale media” (5.5)
PW= HAPW) = “pressione”, c.f.r. (4.4)
A
p(L) =N/V =p Elil(v = “densita”
V= dg= “volume”

ove V & il volume a disposizione del sistema, N il numero di particelle.
Ci si domanda quali insiemi statistici E (ossia quali ’monodi” o “ensem-
bles) abbiano la proprieta che al variare di p in E le variazioni infinitesime
du, dV siano legate fra loro dalla relazione (che coinvolge anche la pres-
sione P = P () e la energia cinetica media per particella T = T (u)/N):

du + P dv

= = dilerknziale esatto (5.6)

almeno “nel limite termodinamico” in cui il volume V - oo (supponendo

per semplicita che il contenitore mantenga la forma cubica) e anche N - oo
in modo che la densitd N/V resti fissa.

Tali insiemi statistici vennero chiamati da Boltzmann “ortodi”: sono gli
insiemi statistici E sui quali & possibile interpretare I’ energia cinetica per
particella come proporzionale alla temperatura assoluta T (via una costante
di proporzionalita da determinare empiricamente e denotata convenzional-
mente 2/3Kk, ossia: T = 2T (1)/3kN), e inoltre & possibile definire a mezzo
della (5.6) una funzione S(u), p [CE, in modo che le grandezze U, p, T,
V, P, S verifichino le relazioni che intercorrono fra le omonime grandezze
della termodinamica classica, almeno nel “limite termodinamico”: in questa
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identificazione la funzione S si dovrebbe identificare con I’ entropia, natu-
ralmente.

In altre parole Boltzmann pose la questione di quando e come sia possibile
interpretare gli elementi di un insieme statistico stazionario E come stati
macroscopici di equilibrio di un sistema meccanico governato dalle leggi
della termodinamica classica.

Si noti che I’ ipotesi ergodica combinata con le altre ipotesi usate al §3
per dedurre la (3.8), (3.9) conduce a pensare che I’ insieme statistico E
consistente delle misure p sullo spazio delle fasi definite da:

H(A) =1/N(U,V) se E(A) CW — DE,U)

5.7
HA) =0 altrimenti -7

ove U e V sono due parametri prefissati corrispondenti alla energia totale
ed al volume a disposizione del sistema, sia necessariamente un insieme
statistico atto a descrivere gli stati di equilibrio macroscopico. Qui N (U, V)

€ una costante di normalizzazione da identificare come proporzionale all’
integrale  dpdg, nella (3.8), esteso alla regione di p, g in cui E(p,q) [
(U —DE,U), inoltre il parametro DE & “arbitrario”, come discusso prima
della (3.8).

Tuttavia il problema dell’ ortodicita o meno dell’ insieme statistico E i cui
elementi sono parametrizzati da U e V via la (5.7) & “solo” la questione
se sia 0 no valida la (5.6) e tale problema non & di per se logicamente o
matematicamente legato ad alcuna proprieta della dinamica microscopica

La relazione fra la ortodicita di un insieme statistico e le ipotesi sulla
dinamica microscopica che la garantirebbero a priori (e.g. ipotesi ergodica
etc.) sara ripresa piu in dettaglio a conclusione del §6.

Se esistessero insiemi statistici “ortodici” allora ognuno di essi fornirebbe
un modello microscopico di termodinamica classica; ovviamente, se es-
istessero pid insiemi statistici ortodici possibili, dovrebbe anche accadere
che i vari modelli microscopici di termodinamica che essi forniscono siano
equivalenti, ossia forniscano la stessa espressione della S in termine delle
altre grandezze termodinamiche che risulterebbero cosi definibili in termini
meccanici, in modo non ambiguo. Questa € una delle questioni a[rdntate
nella teoria degli Insiemi Statistici.

Si intravede qui che se si tenta di abbandonare il punto di vista fondamen-
tale in cui si cerca di fondare la termodinamica sulla meccanica, si dovranno
ugualmente alrdntare enormi problemi quali quello della non ambiguita
della termodinamica da associare ad un dato sistema. Questo problema &
risolto in vari casi importanti ma si & assai lontani dall’ essere sicuri che
tali casi (insiemi statistici microcanonico, canonico, gran canonico etc.,
si veda Insiemi Statistici) esauriscano tutti i possibili. In ultima analisi
una completa soluzione di questo problema potrebbe rivelarsi equivalente
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al problema della fondazione dinamica della termodinamica che ci si illude,
invece, di accerchiare.

86 Modelli termodinamici. Gli insiemi statistici microcanonico e canonico
e loro relazione con I’ ipotesi ergodica

Il problema della esistenza di insiemi statistici (cioé di insiemi di dis-
tribuzioni stazionarie definite sullo spazio delle fasi) che forniscano modelli
microscopici di termodinamica almeno nel limite in cui il volume V occu-
pato dal sistema diviene infinito, ma la densita media e I’ energia cinetica
media restano fisse, “limite termodinamico”, fu risolto da Boltzmann nello
stesso lavoro citato sopra.

lvi Boltzmann dimostro che i due seguenti insiemi statistici, descritti
nelle righe che seguono e detti insieme “microcanonico” e “canonico”, sono
“ortodici” ossia definiscono un modello microscopico di termodinamica in
cui I’ energia cinetica media per particella € proporzionale alla temperatura
assoluta (c.f.r. seguito e §5).

1) L’ “insieme microcanonico”

cosi chiamato da Gibbs mentre Boltzmann lo chiamd con il nome, ancora
famoso ma subito caduto in disuso, di “ergodo™): & costituito dalle misure
stazionarie L parametrizzate da due parametri U = energia totale e V =
volume a disposizione del sistema in modo che (si veda (5.2)):

A =1/N(U,V) seU—-DE<E@)<U

. . (6.1)
ua) =0 altrimenti
con:
1
N(@U,V) = 1 = {numero delle cellette A di
U—DE=<E(A)=<U (6.2)

energia E(A) (W — DE,U)}

ove la quantita DE deve essere una quantita, eventualmente dipendente da
V, “macroscopicamente trascurabile”a [nché si possa considerare che tutte
le cellette con energia fra U — DE ed U abbiano la stessa energia da un
punto di vista delle misurazioni macroscopiche.

L’ importanza dell’ insieme microcanonico nella relazionefra la termodi-
namica classica e I ipotesi atomica € illustrata dall’ argomento che conduce
alla (3.8) e che propone I’ insieme microcanonico come candidato naturale
per un esempio di insieme statistico ortodico: tuttavia come discusso al §5
I’ argomento che conduce alla (3.8) e ne motiva I’ introduzione non € in
alcun senso una dimostrazione della ortodicita dell’ insieme microcanonico



Meccanica statistica classica 21

(la quale, convien ripetere, da un punto di vista matematico non dipende
da ipotesi sulla dinamica microscopica).

In base alla definizione generale del §5 di insieme statistico ortodico, cioé
originante un modello di termodinamica, si possono definire la “temper-
atura assoluta” e la “entropia” di ogni elemento p (“stato macroscopico™)
dell’ insieme, in modo che la temperatura T sia proporzionale all’ energia
cinetica media. Boltzmann mostro che tali funzioni T ed S sono date dalle
celebri relazioni:

=2TM

=N S =klogN(u,V) (6.4)

ove k, “costante di Boltzmann®, & una costante universale da determinare
empiricamente per confronto fra teoria ed esperienza (come si vedra in
seguito si trova: k = 1.38 10716 erg/°K); il fattore 2/3 & convenzionale e
questa scelta semplifica alcune formule successive, oltre alla seconda delle
(6.4).

L’ alerimazione che (6.1) e (6.2) forniscono un “modello microscopico di
termodinamica” nel limite termodinamico V. - oo, U - oo, N - oo in
modo che u = U/N, v = V/N restino costanti, & da interpretarsi nel senso
seguente.

A partire da (6.1)/(6.4) si calcolano, si veda (5.5):

u=U/N = “energia specifica” v=V/N = “volume specifico”
T = 2T (u)/3kN = “temperatura” s = S(4)/N = “entropia”
P =P (W) = “pressione”. (6.5)

Poiché u, v determinano p [CElsi potranno evidentemente esprimere T, P, s
in funzione di u, v a mezzo di funzioni T (u, V), P (u, V), s(u, v) che ammet-
teremo che tendano a funzioni limite, nel limite per V. - oo, con u, v
fissi.

Dire che (6.1) e (6.2) forniscono un modello di termodinamica significa (si
veda anche 85) che tali funzioni verificano le stesse relazioni intercorrenti
fra le omonime grandezze nella termodinamica classica e cioé:

du=Tds+Pdv (6.6)

La (6.6) va letta cosi: se si fa variare di poco lo stato p definito da (6.1),
le corrispondenti variazioni di u, s, v verificano le (6.6), cioé il “secondo
principio della termodinamica”. per una discussione e dimostrazione di
(6.4), (6.6) si veda la voce “Insiemi Statistici”.

2) L’ “insieme canonico”



22 Meccanica statistica classica

cosi chiamato da Gibbs, mentre Boltzmann lo chiamd “olodo”, & cos-
tituito dall’ insieme delle distribuzioni stazionarie parametrizzate da due
parametri, B e v =V/N, via la definizione:

H(A) = (exp—BE(A)/Z(B.V) (6.7)
con 1
Z@B.V)=  exp—BE(A) (6.8)
JAN

Boltzmann dimostro I’ ortodicita di questo insieme statistico facendo vedere
che temperatura ed entropia possono essere definite da:

T =2T(W/3kN = 1/kp S =—k(BU —logZ(B,V)) (6.9)

ove k & una costante universale da determinare empiricamente.

L’ alermazione che (6.7), (6.9) forniscono un modello microscopico di
termodinamica classica nel limite termodinamico V. - oo, V/N - v, B =
costante ha lo stesso significato descritto nel caso precedente.

Per la discussione e dimostrazione della ortodicita dell’ insieme canonico
si veda la vode “Insiemi Statistici”.

Le relazioni (6.6) valgono, come si & detto, nei due casi di insiemi statistici
considerati sopra e, quindi, ciascuno di questi insiemi fornisce un modello
microscopico di termodinamica classica.

Poiché I’ entropia, la pressione, la temperatura etc. sono in entrambi i
casi esplicitamente esprimibili in termini di due parametri indipendenti (u
e v oppure B e v) si sara in grado di calcolare I’ ”equazione di stato”
(cioe il legame fra P,v e T) in termini delle proprietd microscopiche del
sistema, almeno in linea di principio: & questo un enorme progresso rispetto
alla termodinamica classica, ove I’ equazione di stato ha sempre carattere
fenomenologico, ossia & una relazione che pud essere dedotta unicamente
dall’ esperienza.

E chiaro, perd, che i modelli di termodinamica sopra descritti, per es-
sere accettabili, dovranno rispondere al fondamentale requisito di definire
non solo una termodinamica possibile (ossia non in contrasto con i prin-
cipi della termodinamica espressi dalle (6.6)), ma anche di definire “la”
termodinamica del dato sistema, quella cioé accessibile sperimentalmente.

Per questo &, anzitutto, necessario che i due modelli di termodinamica
coincidano, ossia conducano alle stesse relazioni fra le grandezze termodi-
namiche fondamentali u, v, T, P, s, ma & anche necessario che tali modelli
siano in accordo con le osservazioni sperimentali.

A priori non ci sono, pero, ragioni perché queste due proprieta siano valide.

Ci si pud qui riallacciare, per approfondire le questioni legate alla (3.8)
e produrre una giustificazione della validitd dell’ insieme microcanonico
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come modello di termodinamica, all’ ipotesi ergodica che a volte é invocata
a questo punto al fine di garantire a priori il successo delle verifiche di
consistenza teorica e sperimentale la cui necessita logica si & ora messa in
evidenza.

Nei paragrafi precedenti si & visto infatti, c.f.r. §3, come la distribuzione
microcanonica potesse essere giustificata come descrivente stati di equilib-
rio macroscopico sulla base della ipotesi ergodica e di una certa proprieta di
continuita: in quella analisi, che conduceva alla (3.8), non si & perd tenuto
conto alcuno delle scale di tempo coinvolte nella discussione. La loro im-
portanza é stata messa in luce nel 84: se la (3.8) fosse vera ma il valore
medio temporale di T raggiungesse il suo valore limite, dato dal membro di
destra della (3.8), in un tempo “superastronomico” quale quello dato dalla
(4.3) allora la (3.8) avrebbe, ovviamente, scarso valore pratico.

Riassumendo, dunque, per la deduzione della (3.8) e quindi per la giusti-
ficazione a priori della connessione fra I’ insieme microcanonico e I’ insieme
degli stati di equilibrio termodinamico macroscopico si incontrano tre dif-
ficolta.

La prima € la verifica dell’ ipotesi ergodica.

La seconda € che, anche accettando I’ ipotesi ergodica per la distribuzione
stazionaria sulle cellette di energia fissata microscopicamente (cioé a meno
di 6E), si deve superare la di [colka della non ergodicita degli elementi p
dell’ insieme microcanonico che fa si che la relazione (5.4) non sia neces-
sariamente vera (si ricordi che la non ergodicita é dovuta al fatto che nell’
insieme microcanonico I’ energia fluttua di una quantita piccola ma macro-
scopica DE [aH, e quindi u(A) = 0 per cellette A con energie diverse e
quindi appartenenti a cicli diversi della dinamica S).

La terza & che, comunque, sembrerebbe che sia necessario attendere tempi
enormi (enormemente pit lunghi della eta dell’ universo, nei casi piu in-
teressanti), prima che le fluttuazioni dei valori medi delle osservabili si
stabilizzino sul valore limite di equilibrio.

Le tre di [calka si risolverebbero se si supponesse simultaneamente:

i) le cellette di data energia (fissata microscopicamente) fanno parte di un
solo ciclo di evoluzione: “ipotesi ergodica”, c.f.r. §3;

ii) le osservabili macroscopiche interessanti sono praticamente costanti sulle
cellette di una data componente ergodica del sistema (corrispondente ad
un valore macroscopico E dell’ energia);

iii) il comune valore medio che le osservabili macroscopiche interessanti
hanno sulle cellette di energia E varia poco al variare della energia E fra
U — DE ed U se U e DE sono due valori macroscopici con U [CDE (pur
essendo DE [ 4H), eccezion fatta per una piccola frazione di cellette,
trascurabile nel limite termodinamico.

Le ipotesi i) e iii), c.f.r. 83, fanno vedere che i valori medi delle osserv-
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abili macroscopiche possono essere calcolati usando indi [erentemente una
componente ergodica di una data distribuzione microcanonica p o la intera
distribuzione microcanonica p data.

La ipotesi ii) permette di dire che il tempo necessario perché il valore medio
di un’ osservabile interessante sia raggiunto, se calcolato sull’ evoluzione di
un particolare stato microscopico A, & di gran lunga inferiore al tempo di
ricorrenza (troppo lungo per essere interessante).

Accettare le ipotesi i), ii), iii) implica (per il significato fisico che u, p
e v acquistano) che I’ insieme microcanonico deve fornire un modello di
termodinamica nel senso che du+p dv deve ammettere un fattore integrante
(da identificare con la temperatura assoluta). Il fatto poi che tale fattore
risulti proporzionale alla energia cinetica media &, da questo punto di vista
(e nel solo caso della meccanica Statistica classica) una conseguenza, si
veda in proposito la voce Insiemi Statistici.

Si pud qui notare che le ipotesi ii) e iii) sono ipotesi che, almeno ad
un livello qualitativo, non coinvolgono esplicitamente le proprieta della
evoluzione dinamica del sistema: sono, come si suol dire, “proprieta di
equilibrio” del sistema.

Ed & molto ragionevole pensare che siano verificate per la maggior parte
dei sistemi che si incontrano nelle applicazioni, perché in molti casi sono
e Letkivamente verificabili, e talvolta con totale rigore matematico.

Dunque la ipotesi pitl profonda € la i): ed & in questo senso che a volte,
impropriamente, si dice che I’ ipotesi ergodica € il fondamento teorico dell’
uso dell’ insieme microcanonico quale modello microscopico dell’ insieme
degli stati di equilibrio di un sistema.

La improprieta della locuzione sta nel fatto che la i) pud essere di gran
lunga indebolita senza modificare la conclusione sull’ interpretazione dell’
insieme microcanonico. Ad esempio si potrebbe richiedere che la media
temporale delle sole osservabili macroscopicamente interessanti abbia lo
stesso valore su qualsiasi ciclo (o sulla maggior parte dei cicli) di data
energia, pur ammettendo che sulla superficie di data energia esistano vari
cicli diversi (sui quali solo osservabili non macroscopicamente interessanti
assumono valori medi diversi).

Inoltre la locuzione menzionata & impropria perchg, se anche la si accetta,
non si pud prescindere dalla verifica delle ii) e iii) e, in particolare, di
tali ipotesi & necessaria una verifica quantitativa non potendo essere ev-
identemente soddisfacente limitarsi alla loro sola verifica qualitativa. Si
potrebbe invero dubitare che il tempo di “raggiungimento dell’ equilib-
rio” possa realmente scendere dai tempi di ricorrenza (superastronomici)
ai tempi osservati sperimentalmente (usualmente di pochi microsecondi).

Per quello che riguarda poi I’ insieme canonico, il suo uso potrebbe essere
giustificato semplicemente mostrando che produce gli stessi risultati che si
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ottengono attraverso I’ uso dell’ insieme microcanonico, almeno nel limite
termodinamico.

Ma, come si & detto, I’ ipotesi ergodica (ralorizata o no dalle ipotesi ii) e
iii) sopra descritte) & tecnicamente troppo di [cil# da studiare e per questo
si € tentato di alrdntare il problema della costruzione di modelli micro-
scopici per la termodinamica evitando di risolvere, seppure parzialmente,
il problema ergodico.

La proposta & semplicemente di dimostrare che tutti gli insiemi statistici
ortodici (e “ragionevoli”) producono la stessa termodinamica macroscopica
(ad esempio la stessa equazione di stato per un dato sistema) e di consid-
erare questa proprieta, notevolissima e sorprendente di per se, come su [=_1
ciente per postulare, via il “principio di ragion su Lciehte”, che le equazioni
di stato di un sistema sono calcolabili dalle proprieta microscopiche (ossia
dalla hamiltoniana) valutando i valori medi delle osservabili fondamentali
tramite le distribuzioni degli insiemi microcanonico o canonico o pil in gen-
erale di un qualsiasi insieme statistico ortodico: & questo il punto di vista
di solito attribuito a Gibbs e sul quale si basano quasi tutte le trattazioni
della termodinamica statistica.

Ben si comprende come un tale punto di vista fosse insoddisfacente per
Boltzmann, che ambiva a ridurre la termodinamica alla meccanica senza
I’ introduzione di alcun nuovo postulato: d’altra parte il punto di vista
pragmatico di Gibbs & comprensibile alla luce della necessita di trarre tutte
le conseguenze applicative dalla meravigliosa scoperta della possibilita di
calcolare univocamente le grandezze termodinamiche in termini delle pro-
prieta meccaniche del modello atomico della materia.

Da qualche decennio, ad un secolo dalla nascita di queste teorie, si sente
di nuovo la necessita unitaria di dedurre la termodinamica dalla meccanica
senza I’ artificioso postulato a priori che la termodinamica sia descritta
dagli elementi degli insiemi statistici ortodici (postulato reso possibile dalla
indipendenza, gid menzionata e che vedremo ( cfr. ”Insiemi Statistici’’), dei
risultati dal particolare insieme statistico che si considera).

Il problema ergodico e la dinamica statistica sono cosi tornati ad essere al
centro della ricerca, stimolando alcuni nuovi risultati interessanti.

Boltzmanntentd di a [rdntare il problema della giustificazione degli insiemi
statistici canonico e microcanonico seguendo anche una strada diversa, oltre
a quella dello studio del problema ergodico e delle ipotesi i), ii), iii) ora
descritte, giungendo alla deduzione della “equazione di Boltzmann”, c.f.r.
anche il §7 successivo per una analisi a grandi linee di questa equazione,
che si & poi rivelata preziosa addirittura per le applicazioni pil tecniche pur
presentando vari aspetti concettualmente insoddisfacenti.

§7 L’ avvicinamento all’ equilibrio e I’ equazione di Boltzmann. Ergodicita
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ed irreversibilita

Come si € detto gli stati di equilibrio possono essere identificati con gli
elementi degli insiemi statistici ortodici (microcanonico, canonico, gran
canonico, etc...).

Tuttavia non & chiaro attraverso quale meccanismo un sistema meccanico
inizialmente in una situazione di non equilibrio raggiunga I’ equilibrio.

Si é visto che I’ ipotesi ergodica di per sé non & su [ciehte a spiegare come
mai un sistema raggiunga I’ equilibrio in tempi, di solito, relativamente
brevi.

Boltzmann ha fornito di questo meccanismo un modello, contestatissimo
fin dalla sua formulazione come le altre sue intuizioni, che alcuni, credo a
torto, vedono come il suo maggior contributo alla scienza.

Questo modello ha valdita limitata a sistemi di densita cosi bassa da essere
pensabili come gas rarefatti e mostra come in concreto possa avvenire che le
ipotesi i), ii), iii) del §6 siano, agli e [efki pratici, soddisfatte in tali sistemi
e come sia possibile che le osservabili interessanti raggiungano i loro valori
medi su scale di tempo osservabili anziché sulle assurdamente lunghe scale
dei tempi di ricorrenza.

Si immagina dunque che il sistema consista di N particelle identiche (per
semplicita), ciascuna delle quali & descritta dall’ impulso p e dalla posizione
q.

Queste particelle si muovono come se fossero libere eccetto che, di tanto
in tanto, subiscono collisioni.

Supponendo che tali particelle siano sfere rigide con raggio R (di nuovo
solo per semplicita) e dotate di velocita media v, I’ ipotesi di bassa densita
e che la densita p = N/V sia tale che:

pR® 11 (7.1)

che significa che & molto improbabile che ci siano due particelle a distanza
dell’ ordine di R, cioé “in collisione”.
Al tempo stesso si richiede che il numero di collisioni che ogni particella
subisce per unita di tempo sia non nullo. Evidentemente tale numero &
dell’ ordine di:

pR?V (7.2)

Quindi la situazione limite in cui il gas € molto rarefatto ma, ciononostante,
il numero di urti di ogni particella, per unita di tempo, & non trascurabile
€ descritta da:

R - 0,p - oo in modo che
3 2— T (73)
pR® - 0,pR“V =w = quantita fissa
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La quantita T = 1/w ¢ il “tempo di volo” medio fra due collisioni mentre
il “libero cammino medio” & tv = 1/pR?.

La situazione limite, che si raggiunge facendo tendere R a 0 e p a o
secondo la (7.3), & chiamata il “limite di Grad-Boltzmann™: nella situazione
considerata da Boltzmann si suppone di essere “vicini” a tale limite, cioé
si suppone che pR3 [TdpR?V=w > 0.

Sia allora f(p, q) dpdg il numero di particelle che si trovano nella celletta
Q = dpdq dello spazio delle fasi che descrive gli stati di una singola parti-
cella.

Boltzmann osserva che f pud variare nel tempo sia in virtd delle collisioni
sia del fatto che le particelle si muovono nello spazio.

Se € € un intervallo di tempo prefissato, le particelle che si trovano ad un
certo istante t nella celletta Q sono in numero di:

f(p,q,t)dpdg = f(p,q —ep/m, t — &) dpdg+

+ (numero di particelle in Qche per unita di tempo collidono (7.4)
Q.Q”
I_—mnlparticelle in Q™@producendo particelle in Q1,Q2 con Q1 = Q)—
- (numero di particelle in Q1 = Q che per unita di tempo collidono
Q.Q”
con particelle in Q2 producendo particelle in Q5Q™

Se ora si considera la collisione che a due particelle in QY Q™ne associa
altre due in Q1, Q2 si dovra avere (per la conservazione del momento e dell’
energia nell’ urto):

E|:|+ Efmz p,+p, . Em + EDJZ = Ei + E; (7.5)

e il numero di collisioni che portano da p- p™a P, B, puo essere espresso
in termini della nozione di “sezione d’urto” di collisione.
Introducendo:
f(ED,g) dEEUq = numero di particelle di impulso p=

a meno di dpThel cubetto dg =
“numero di centri di collisione”

f(p™q) dp™= densita delle particelle di impulso p™
- ameno di dp™nel punto g =
=“densita delle particelle che
possono subire un urto”

a(p5p™p, P,) = sezione d'urto per la
collisione in questione

si ha che il “volume di collisione” associato ad un solo centro di collisione
& (ricordando che la velocita relativa nella collisione & |p~~p™/m, p = p,):

(Ip™= p"/m)a(p"'p™p. p,)
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che per definizione di sezione d’urto da, se moltiplicato per la densita delle
particelle di impulso p™ il numero per unita di tempo delle collisioni che le
particelle di impulso _Emsubirebbero con particelle di impulso EDse ci fosse
una sola particella di impulso p“in g.

Dunque il numero totale di collisioni da QY Q™a Q, Q. &, per unita di

tempo: o
f(p7q) dp™2 BT pqo(pﬂ p”p, p,)F (p"/q) dp"tig (7.6)

ovviamente simmetrica in p"; E”]sebbene dedotta trattando p“e p™in modo
asimmetrico.
Per un analogo argomento il numero di collisioni “inverse

LI

8

P —p,l
f(p. 9F(p,, ) dpdp, dg=—==0(p,.p,:p"'p") .7

Si osserva poi che dalle (7.5) segue che:

dpdp™= dpd “teorema di Liouville”
P pdp,  ( ) 9)

e inoltre la sezione d’urto, come in generale per collisioni governate da forze
centrali, dipende esclusivamente dall’ “angolo di deflessione” fra (p™—p™ e
(p—p,) e dalla velocita relativa [p== p™/m, ed & proporzionale all’ angolo
solido dQ in cui si immagina diretto (p — p,) rispetto a (p™=pD.

Si noti a questo proposito che i dati finali deIIa collisione, cioé p e p,, non
determinano pDe p”]wa le (7.5) ma lasciano arbitraria la direzione dQ di
p=ph).

Si porra allora o(pp™p, p,) = o(w, [p"= p™) dw = 0(w) dw ove I" ultima
relazione € valida solo nel caso in cui I’ interazione delle sfere & supposta
una interazione fra sfere rigide (e dalla teoria delle collisioni risulta anzi
che o(w) @ indipendente da w: o(w) = 4MR?).

Dunque (7.6), (7.7), (7.8) permettono di riscrivere le (7.6) e (7.7) come:

f(p0)f(p"q) dpdp, dgdw(lp™= p"/m)o(w)

(p, 9)f (p,, 9) dp dp, dg dw(|p~ p"¥/m)a(w)
dove, dati p, P, i vettori p, p”]si calcolano dalle (7.5) e dalla informazione
che I" angolo solido frap—p,, e p"—p™® w.

Introducendo la (7.9) nella (7.3) e dividendo per € si trova I’ “equazione
di Boltzmann™:

of
E(E' q) +

(FEDf (") — Fp, DF (P, 1)

(7.9)

([

p of _
P aq(|o q) = (Ip—9,//m)o(w)dwdp, (7.10)
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Nella (7.10) si suppone che g vari in tutto lo spazio: pero i casi pil inter-
essanti si hanno quando il sistema & confinato in un dato volume V.

In tal caso la (7.10) va corredata di opportune condizioni al contorno che
dipendono da come le particelle urtano contro le pareti. Poiché la discus-
sione delle condizioni al contorno & delicata la eviteremo e nei casi di sistemi
confinati supporremo per semplicita che al bordo valgano condizioni peri-
odiche”. Questo significa che si immagina il volume V come un cubo le cui
facce opposte sono identificate, il che significa che ogni particella che collide
con una faccia del cubo emerge, dopo la collisione, dalla faccia opposta e
con la stessa velocita. Per una trattazione pit esauriente del problema delle
condizioni al contorno si veda la voce ”Teorie Cinetiche”.

E chiaro che la (7.10) & una approssimazione perché in essa si trascurano:

i) la possibilita di collisioni multiple;
ii) la possibilita che le particelle che si trovano in una data celletta non
si comportino indipendentemente le une dalle altre (come implicitamente
assunto nella derivazione della (7.10)) e anzi fra di loro si costruiscano,
al crescere del tempo, correlazioni fra posizioni e velocita che rendono pil
probabili certi urti rispetto ad altri, ovvero collisioni multiple rispetto a
quelle binarie.

Questi e [efki dovrebbero sparire nel limite di Grad-Boltzmann (7.3), pur-
ché siano assenti all’ istante iniziale: tale congettura é chiamata “congettura
di Grad” sulla validita della “stosszahlansatz” (parola quest’ultima che, per
motivi tradizionali, denota appunto la mancanza di correlazioni fra i moti
delle varie particelle in vari istanti).

Ritornando all’ equazione di Boltzmann (e posponendo I’ analisi delle
ipotesi fondamentali i) e ii) sopra discusse), la irreversibilita da essa impli-
cata puo essere dimostrata sulla base delle seguenti osservazioni.

Moltiplicando membro a membro la (7.10) per 1, p, p>/2m ovvero per
(1 +logf(p,q)) e integrando su p e g si trova che le q_uaﬁtité:

] [
N = f(p,g)dpdg, P = pf(p,g)dpdg
] 1
T = (92/2m)f(9, q)dpdg, H=— f(p,q)logf(p,g)dpdg

(7.12)
verificano, nell” ipotesi che f(p,q) - O velocemente per p — oo, e anche
f(p,q) —» O per g — oo velocemente, (ovvero, se g varia in un conteni-
tore prefissato e se T verifica opportune condizioni al contorno sulle g), le
relazioni:

at d_E‘_ at
dH 1 P—p,l
=1 o o@de(fEDFETY) - F(R.0)f (@, 0)
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- (log f(pq)F (p")a) — log f (p, ))F (p,, 9)) dpdp,dg =0 (7.12)

come mostra un semplice calcolo nel quale gioca un ruolo essenziale la
simmetria frap,p, e ED,E[mdel secondo membro della (7.10) e inoltre si usa la
dpdp, = dE[UE”ﬁe le proprieta log x+logy = log xy e (x—y)(log x—logy) =
0.

Quindi mentre dalle prime tre relazioni delle (7.12) seguono cinque leggi di
conservazione (del numero di particelle, dell’ impulso e dell’ energia (cinet-
ica)), dalla quarta, detta “teorema H di Boltzmann”, segue manifestamente
la irreversibilita della evoluzione.

Anzi la (7.12) mostra che possono essere stati di equilibrio solo quelli per
cui:

f Df (") = f(p, DF(p, 9) (7.13)

se p, p,, p'7 p™verificano le (7.4).
Dalla (7.13) e dalla arbitrarieta di p, P, ED, Emsi deduce con un semplice
argomento che tralasciamo che:
p(q)e—B(g)(g—go(q))Z/Zm
f(E’ 9) - 3/2
(2mp(g)m)

(7.14)

ove B(g),go(g) e p(q) sono funzioni arbitrarie ed il fattore ultimo sotto il
sego di radice é stato introdotto per comodita, in r@do che p(q) possa
essere interpretato come densita nel punto g: p(q) = f(p,q) dp.

Dunque gli stati di equilibrio hanno necessariamente la forma (7.14).

Considerando poi il caso semplice di un sistema racchiuso in un conteni-
tore cubico con condizioni periodiche al contorno € facile vedere che, se f
verifica (7.10), (7.14) e 0f/0t = 0 (cioé & stazionaria) allora deve essere
necessariamente vero che B(q), p(q) e 90(9) sono indipendenti da g.

Infatti se ¥ ha la forma (7.14) il membro di destra di (7.10) & nullo e,
quindi, la af/dt = 0 implica p - 9f/dq = 0 e ciog, denotando 1?(9, K) la
trasformata di Fourier di f rispetto a g, implica p- Kf(g, k) = 0: dunque se
1?(9, k) & continua in p, deve essere 1?(9, k) = 0 per k 8 0 e questo significa
che T ¢ indipendente da g e quindi B(q), p(1), 90(9) sono costanti.

Dungue il teorema H non solo mostra che il sistema evolve irreversibil-
mente, ma anche che evolve verso la distribuzione di ”Maxwell-Boltzmann”
che altro non & che un elemento u dell’ insieme canonico in un sistema in
cui I’ interazione fra le particelle sia cosi piccola che I’ energia totale del
sistema possa essere identificata con I’ energia cinetica, che & appunto quel
che accade nel limite di Boltzmann-Grad e quel che ci si deve attendere
che avvenga nei gas rarefatti: e i parametri f3, p, P, di questa distribuzione
sono univocamente determinati dai dati iniziali via le leggi di conservazione
(7.12).
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Ed & spontaneo pensare che il teorema H sia, per i gas rarefatti, la ver-
sione microscopica del secondo Principio della termodinamica che prevede
I’ accrescimento dell’ entropia (da identificarsi come proporzionale a H).

Tuttavia & bene sottolineare che il teorema H & in palese contrasto con
le proprieta di reversibilita delle equazioni di Hamilton e, dunque, come
gia osservato non ne pud essere una “conseguenza” nel senso ingenuo della
parola.

Proprio per questo & essenziale capire se questo contrasto fra irreversibilita
macroscopica e reversibilita microscopica possa essere superato.

Sulla presunta incompatibilita fra queste due proprieta Boltzmann subi
violente critiche e cred I’ ipotesi e (quindi) la teoria ergodica nel tentativo
di rispondere ad esse su una base teorica solidamente basata sui fondamenti
della meccanica, anziché sulla abbastanza oscura stosszahlansatz.

Per a[rdntare la questione si possono assumere due punti di vista, “sovrap-
posti” I' uno all’ altro da Boltzmann nel suo brillante e mal compreso
tentativo di difesa della sua teoria e del suo teorema H.

Il primo & che valga I’ ipotesi ergodica (nel senso i) del §6 ralofzato da
ii) e iii)) e quindi % = 0 possa essere solo approssimativamente vera
nel senso che sarebbe vera per la maggior parte del tempo: quando la
celletta SXA che rappresenta lo stato microscopico all’ istante kTt percorre
la maggior parte del ciclo ergodico di data energia, (cioé la parte nella quale
le osservabili macroscopiche sono pure praticamente costanti). La relazione
dH/ dt = 0 diverrebbe poi falsa quando SKA esce da tale regione.

Quest’ultima circostanza perd pud avvenire, per i sistemi realmente macro-
scopici, con frequenza temporale ampiamente pid lunga delle pio lunghe
scale di tempo astronomiche (si veda il 84, (4.3)).

Dunque il sistema evolverebbe in modo praticamente irreversibile (e sim-
metricamente nel tempo!) e la reversibilita si manifesterebbe macroscopi-
camnte su scale di tempo “al di la dell’ eternita”, cioé di vari ordini di
grandezza superiori all’ eta dell’ Universo, gia per sistemi quali un gas a
condizioni normali contenuto in un recipiente delle dimensioni di una stanza
(o di una scatoletta).

Un sistema posto inizialmente in una condizione “atipica”, ad esempio
occupante uniformemente la meta del contenitore, si espanderebbe ad oc-
cupare I’ intero contenitore e poi continuerebbe ad evolvere senza “mai pit”
ritornare ad occupare la meta iniziale del contenitore. Ovviamente se un
“demonietto”, intervenendo dopo poco tempo dall’ istante iniziale, inver-
tisse le velocita di tutte le particelle del sistema, il sistema procederebbe a
ritroso nel tempo ritornando in breve (e per un tempo brevissimo) ad oc-
cupare solo meta del recipiente e poi evolverebbe ancora occupando tutto
il contenitore evolvendo all’ equilibrio esattamente come avrebbe fatto se
le velocita non fossero state invertite (e per giunta secondo una legge di
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evoluzione descritta approssimativamente dall’ equazione di Boltzmann).
Questa inversione del moto con produzione di una situazione assai atipica
dopo che & trascorso dall’ istante iniziale un tempo breve (cioé non as-
tronomico) richiede la esatta inversione di tutte le velocita: se esse fossero
invertite con un errore anche molto piccolo (purché non “astronomicamente
piccolo) il sistema non tornerebbe indietro e anzi, probabilmente, contin-
uerebbe ad evolvere come se nulla fosse accaduto.

Il secondo punto di vista ha carattere pil matematico e cerca di rendere
quantitativo I’ argomento appena descritto collegandolo all’ equazione di
Boltzmann.

Si immagina di considerare un dato iniziale in cui le particelle, sferette
di raggio R, sono distribuite indipendentemente nello spazio delle fasi; si
suppone che la densité@n cui ciascuna di esse € distribuita sia pf(p, q) ove
f & normalizzataa 1: fo(p,q)dpdg =1
Si fa evolvere questo sistema con le equazioni di Hamilton e all’ istante t
si suppone che sia descritto da pfe(p, q), senza pero supporre che le parti-
celle siano distribuite indipendentemente; questo significa che la pfi(p, q)
fornisce solo I’ informazione sul numero di particelle in dpdg ma non le
loro correlazioni, che saranno in generale non banali perché appunto la
stosszahlansatz non sara valida.

Si immagina ora di far tendere p — o e R — 0 in modo che pR3 — 0 ma
pR? = | = quantita fissata (si considera ciog il limite di Grad-Boltzmann).
Se la discussione qualitativa presentata sopra € corretta e se si osserva che
nel limite considerato il gas diviene un gas perfetto (perché le particelle
divengono puntiformi) in cui I’ equilibrio & raggiunto in virta di urti fra
particelle senza che mai due particelle collidano piu di una volta (perché
R - 0 implica questo, essendo facile stimare la probabilita di ricollisione
(per unita di tempo), cioé dell’ evento in figura:

(7.15)

A
[ ]

la traiettoria di C che collide due volte con A (A e B sono immaginati fissi per semplificare
il disegno).
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come proporzionale a pR?), si deve concludere che I’ evoluzione del FIeim0 i =

T, dovrebbe essere descritta dalla equazione di Boltzmann che, per f,, &:

oF P O _ ooy 000
ot m 9dq m R2 (7.16)

- (F (S )Fe(p™a) — fe(p, 9)F (p,, 9)) dp, dw

che ,si noti, & indipendente da p e R perché pR? e a(w)/R? sono indipen-
denti da R (perché si considera il caso delle sfere dure), o(w)/R? = 4m.

Dunque I’ equazione di Boltzmann descriverebbe correttamente I’ evolu-
zione di un gas rarefatto per tempi t arbitrari: poiché ci si aspetta che
nel limite di Grad Boltzmann i tempi di ricorrenza si allunghino indefinita-
mente mentre le collisioni facciano evolvere il sistema su una scala di tempo
fissata dal valore del tempo di volo: ((pR?)v)™!. Lo si vede anche dalla
(7.16), in cui la scala di tempo & fissata da pR?|p~— p™}/m che “in media”
& appunto [CpR2v. -

La (7.16) é stata dimostrata in assoluto rigore matematico solo recente-
mente e per tempi t [IZpR?V nel caso di un sistema di sfere rigide e di
interessanti classi di dati iniziali fy (teorema di Lanford sulla congettura
di Grad).

Questa & un’importante conferma, matematicamente rigorosa, del punto di
vista di Boltzmann secondo il quale la reversibilita, con gli associati tempi
di ricorrenza, non € in contrasto con la osservazione sperimentale della
irreversibilitd perché la scala di tempo su cui si manifesta la reversibilita
non & osservabile mentre quella su cui si manifesta la irreversibilita é os-
servabile ed & legata al “tempo di volo” (pR?V)™1; inoltre la irreversibilita
& compatibile con la ipotesi ergodica e I’ equazione di Boltzmann fornisce
un modello dello sviluppo dei moti irreversibili in situazioni in cui i tempi
di ricorrenza sono enormemente pit lunghi del tempo di percorrenza del
libero cammino medio (ossia del tempo di volo).

Dungque il teorema di Lanford, pur avendo scarso interesse applicativo per
la brevita dell’ intervallo di tempo sul quale ha validita, t [(pR?v)™!, ha
un’importanza concettuale enorme e non ancora valutata appieno da molti
Fisici, perché appunto mostra in modo matematicamente preciso e rig-
oroso che non c’é incompatibilita fra I’ equazione di Boltzmann descrivente
evoluzioni irreversibili e le equazioni reversibili di Hamilton che descrivono
i dettagli del moto microscopico.

Con queste considerazioni si esaurisce un’analisi dei fondamenti della MS
classica.

Si @ visto come la MS classica sia valida solo in certe condizioni (c.f.r.
ad esempio la discussione del §2) almeno come formulata qui: restano da
analizzare le conseguenze dell’ analisi per dedurne applicazioni ed una pil
chiara comprensione dei suoi limiti di validita.
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Tale comprensione si basa come gia osservato sulle conseguenze della teo-
ria stessa e non pud essere svolta a priori come mostra ad esempio il fatto
che la condizione base del 82, 8./6_ > 1, & compatibile con valori della
temperatura molto ragionevoli per la “Fisica di tutti i giorni”” solo perché
la intensita € della energia di interazione molecolare ha ordine di grandezza
di circa 10~ *%erg: se questo dato sperimentale fosse molto pid grande la
condizione 6./6_ > 1 potrebbe essere impossibile da soddisfare a tempera-
ture importanti per le osservazioni usualmente coperte dalla termodinamica
classica, si vedano le voci “insiemi statistici” e “critica della meccanica Sta-
tistica” per una discussione di questi ultimi punti.
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81 Gli insiemi statistici come modelli di termodinamica.

Nella meccanica statistica classica gli stati microscopici di un sistema di
N particelle (identiche, per semplicita) di massa m, che si possono muovere
in un volume V dato, si rappresentano a mezzo di cellette di ugual volume
h3N dello “spazio delle fasi”; le cellette hanno dimensioni dp e 8q nelle
coordinate di impulso e di posizione e rappresentano la massima risoluzione
con cui gli stati microscopici sono osservabili: il parametro h = pdq rap-
presenta empiricamente la precisione con cui si possono individuare gli stati
microscopici, si veda Meccanica Statistica Classica, §1.

La evoluzione temporale trasforma in un tempo T opportunamente piccolo
cellette in altre cellette: la celletta A & trasformata in A”= SA da una
trasformazione S definita in termini della funzione energia totale E(A),
somma dell’ energia cinetica totale T (p) e dell’ energia potenziale totale

®(q):

¥ 1 I 1
ERo=T@E+>@= p/2m+ 6, —9y) (1.1)

i=1 i<j

E(p,g) =U” =minE(p,q) > —oo

ove p = (p,,--,Py) 4 = (4, ..., d,,) sono le coordinate di impulso e po-
sizione delle N particelle e ¢ € il potenziale della interazione fra le particelle
(si veda Meccanica Statistica, §2). La seconda delle (1.1) & una condizione
di stabilita che supporremo verificata per ogni N (con U° N-dipendente):
senza di essa molti degli integrali che scriveremo sarebbero divergenti: per
il suo significato fisico si veda la (2.17) e la voce “stabilita della Materia™.

Si considerano poi le distribuzioni stazionarie di probabilita p che ad ogni
celletta, cioeé ad ogni stato microscopico, A associano la sua probabilita
1(A) in modo che p(A) = p(SA).

Le famiglie E di distribuzioni stazionarie si possono identificare con fami-
glie di stati di equilibrio macroscopico in cui una generica grandezza os-
servabile f, cioé una generica funzione definita sulle cellette dello spazio
delle fasi, assume valor medio:

I E—
f=ufB) (1.2)
JAN

Data una famiglia E di distribuzioni stazionarie sullo spazio degli stati
microscopici si possono considerare i valori medi che le osservabili piQi im-
portanti assumono in uno stato p [CEl

1
U = HA)E (D) “energia”
A
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V)=V (A) =V “volume”

K = HA)T (D) “energia cinetica” (1.3)

P = H(A)P (D) “pressione”
A

ove P (A) ¢ la variazione di impulso per unita di tempo e di superficie subita
dalle particelle dello stato microscopico A nelle collisioni con le pareti del
contenitore, cioé P (W) € la forza per unita di superficie esercitata sulle
pareti del contenitore (si veda Meccanica Statistica, §5).

Data dunque una famiglia E di distribuzioni stazionarie nello spazio degli
stati microscopici, che chiameremo un “insieme statistico”, (a volte chiam-
ato “ensemble” nella terminologia di Gibbs o “monodo” in quella di
Boltzmann) si possono associare ad ogni stato p [CEl, “stato macroscop-
ico”, le quantita U,V, K, P (energia, volume, energia cinetica e pressione
medie) e ci si pud domandare se I’ insieme statistico E fornisca un “modello
di termodinamica” in cui la temperatura assoluta si possa identificare con
la energia cinetica media per particella a meno di un fattore di proporzion-
alita che, per semplificare formule successive, viene scritto 2/3k:

T = (2/3K) K (W/N (1.4)

ove k & una costante da determinare empiricamente.

Il significato preciso della locuzione “fornisce un modello di termodinam-
ica” @ il seguente (si veda Meccanica Statistica, §5,6): facendo variare p in
E si possono seguire le variazioni di U,V, T, P; se vale la relazione:

(dU +pdV)/T = dilerknziale esatto (1.5)

allora sara possibile, integrando (1.5), definire una funzione S(u) su E in
modo che fra U,V, S, T, P valgano le relazioni della termodinamica Classica
in cui S ha la interpretazione di “entropia”:

(dU +P dV)/T = dS (1.6)

Si associano cosi ad ogni stato microscopico del sistema, cioé ad ogni p [E]
le quantita U, T, S, P,V ottenendo un “modello di termodinamica”: gli in-
siemi statistici E che godono della proprieta (1.6) furono chiamati breve-
mente da Boltzmann “ortodi” e percid qui riferiremo a questa proprieta
chiamandola “proprieta di ortodicita” di E (si veda Meccanica Statistica,
§5,6).

La esistenza di importanti classi di insiemi statistici fu mostrata da Bolz-
mann che ne forni alcuni esempi, provvedendo anche ragioni a priori per
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attendersi che tali esempi dovessero non solo dare modelli di termodinam-
ica ma addirittura “la” termodinamica del sistema in considerazione, sper-
imentalmente controllabile, fondando la “ipotesi ergodica” e la “equazione
di Boltzmann” - (si veda meccanica statistica -, §3,5,6,7).

Dunque la teoria degli insiemi statistici pone tre questioni:
1) esistenza e descrizione di insiemi statistici ortodici;
2) equivalenza delle termodinamiche da essi descritte;
3) confronto con I’ esperienza delle equazioni di stato calcolate.

In questo paragrafo si considereranno i due insiemi statistici fondamentali
definiti da Boltzmann e si fara vedere la loro “ortodicita”, essenzialmente
secondo le idee di Boltzmann.

L’ insieme canonico (si veda Meccanica Statistica Classica, §6) consiste
delle distribuzioni di probabilita p sullo spazio degli stati microscopici A
che hanno a disposizione un volume V. = V (A), che per semplicita sup-
porremo cubico e con pareti perfettamente riflettenti: gli elementi p sono
parametrizzati da due parametri > 0 e V via la relazione:

py=E @ 17
HA) = m 17
con 1
Z(B,V)= e PE@® (1.8)
A

ed E(Q) = E(p,q), (p,q) A, el energia della configurazione microscopica
A, (1.1).

L’ insieme microcanonico consiste nelle misure p parametrizzate dai para-
metri U e V definite da:

Y NTORY) se U-DE<E(A) U
M) = 0 altrimenti (1.9)

ove N (U, V), chiamata “funzione di partizione microcanonica”, ¢&:

1
1 ;
NU.V) = 1= er:g;;:; giA”e)ceE@"etJtiggl vy (10)
E(D) [(U—-DE,U) '

ove DE € una energia macroscopica, ma molto piccola rispettoad U: DE 1
U.

In altre parole nell’ insieme microcanonico si attribuisce uguale probabilita
a tutte le cellette di energia macroscopica U e probabilita nulla alle altre,
mentre nell’ insieme canonico si da probabilita relativa e BY a tutte le
cellette di energia macroscopica U, che perd pud assumere tutti i valori.
Dimostrare la ortodicitd di questi insiemi statistici significa esprimere
U,V,T,P in termini di due parametri (3,v), con v = V/N, nel caso dell’
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insieme canonico, o (u,v) con u = U/N, v = V/N, nel caso dell’ insieme
microcanonico e, quindi, mostrare che vale la relazione (se T & (2/3k) volte
I’ energia cinetica media per particella):

(du+pdv)/T = dilerknziale esatto (1.11)

al variare di (8, v) o (u, V), rispettivamente. Si trovera che mentre I’ insieme
canonico & ortodico gia a volume finito, I’ insieme microcanonico diviene
ortodico solo nel ”limite termodinamico”, N - oo, U - oo, V - oo in
modo che U/N = u, V/N = restino costanti: pero & ovviamente a questo
limite cui si deve essere interessati nelle applicazioni, vista la grandezza di
N.

82 Insiemi canonico e microcanonico: ortodicita

Ci sono molti altri esempi di insiemi statistici che, almeno nel limite ter-
modinamico, sono ortodici, pero prima di procedere alla discussione di altri
insiemi statistici e della loro equivalenza (cioé della equivalenza dei modelli
di termodinamica da essi definiti) conviene descrivere come si possa veri-
ficare la ortodicita degli insiemi canonico e microcanonico: questa verifica
costituisce un punto chiave per la comprensione del pensiero di Boltzmann
e dei meccanismi matematici che consentono di rendere trattabile un prob-
lema che a prima vista pud apparire formidabile.

Consideriamo prima il caso dell’ insieme canonico (1.7), (1.8).

La somma di partizione Z(B, V) si pud calcolare, se h = dp &g = “taglia

delle cellette” & piccolo, come:
1

Z(@B,V) = e BT(Pg—B*@
gm‘

dp dg

NITEN (2.1)

ove il fattore N! “e introdotto per tener conto che si immagina che le N
particelle del sistema siano identiche nel senso stretto del termine e, ciog,
indistinguibili in linea di principio, per cui permutando le N particelle si
ottengono stati microscopici descritti da cellette che devono essere consid-
erate identiche.

Nelle (2.1) si @ sostituita la somma analoga a quella che appare nelle (1.8)
con un integrale; commettendo cosi un duplice errore:

i) un errore analitico di approssimazione dovuto al fatto che E(p,q) =
E(A) solo al centro della celletta A;

ii) un errore combinatorio dovuto al fatto che se in una configurazione mi-
croscopica si hanno n; particelle in un cubetto C; di dimensione h® (pensato
come un insieme nello spazio delle fasi di una singola particella), n nel cu-
betto C etc., allora la configurazione in questione & contata N!/n;!ny!...
volte nell’ integrale (2.1) invece che N! volte.
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Entrambi gli errori sono ovviamente infinitesimi con h (se si intende, come
immaginiamo qui, che sia dp che dq tendano a zero quando h - 0) e
Boltzmann li trascurd nella sua discussione.

Anche qui li trascureremo, salvo a ritornarci su a posteriori per valutare
in quali situazioni fisiche I’ ipotesi risulta ragionevole.

Anticipando il risultato di tale analisi (si veda §4), gli errori ora menzionati
risulteranno trascurabili “ad alta temperatura” e, ad esempio, nel caso del
gas perfetto (®(q) = 0), per:

T > Tq = (mkh™2p~2/3)71 (2.2)

ove p=N/V, k=1.38 10716 erg/°K.

La (2.2) pud essere ottenuta osservando che la rappresentazione degli stati
microscopici in termini di cellette pud evidentemente essere consistente solo
se dp e dq sono piu piccoli dei valori medi dell’ impulso e della distanza
fra atomi (questa condizione & meno stringente di quella esaminata al §2
della voce Meccanica Statistica (formula (2.7): T > To che impone la
compatibilita della descrizione in termini di cellette con la dinamica classica
microscopica).

Poiché per la (1.4) la temperatura assoluta é tale che se 3kT/2 & il valore
medio dell’ energia cinetica per particella, e coincide dunque con il val-
ore medio&li Ef/2m, e chiaro che il valore medio dell’ impulso sara dell’

di  mkT mentre il valore medig,della distanza fra particelle sara
SV/N = p~3 ¢ quindi h = 3p g < mkTp~/3 fornisce la (2.2). Per
una discussione pil dettagliata della (2.2) si veda il §4.

La (2.2) nel caso di idrogeno a densita normale, m = 3.34 10~%%g, N =
2.7 10*° particelle in V = 1 cm?, e scegliendo h = costante di Planck= 6.62
10727 erg/°K, da Tq = 1°K.

E perd bene sottolineare che se la (2.2) non & valida, e quindi non si possono
trascurare le dimensioni delle cellette, viene a cadere la liceita stessa della
rappresentazione degli stati microscopici in termini delle cellette e tutta
la teoria dovrebbe essere ridiscussa: si vedra infatti che in tali circostanze
puo divenire importante la meccanica quantistica ed in realta la meccanica
statistica classica pud perder senso e validita.

La discussione del problema della ortodicita, supponendo la (2.1) corretta,
senza le necessarie correzioni analitiche e combinatorie sopra esposte, equiv-
ale a scegliere h = 0 e, cioé si ammette la possibilita di misurare impulso e
posizione di ciascuna particella simultaneamente e con infinita precisione.

Possiamo ora valutare, seguendo lo schema di Boltzmann, le grandezze
termodinamiche nello stato descritto dalla distribuzione canonica di para-
metriBeV.

Per semplicita di notazione si identifichera la regione V occupata dal sis-
tema con la misura V del suo volume (penseremo infatti sempre a conteni-
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tori di forma cubica).

Si usera il fatto che nelle nostre approssimazioni la probabilita di trovare
il sistema nello stato microscopico dp dg & e PE®® dp dg/N1h3NZ(B, V),
e dopo semplici calcoli si trovera:

] 1 dp dg
_ — i BT (B i

K=KW _om © hNNIZ(B,V)
v=V/N

—0
U=u@ = ﬁlogZ(B,V) (2.3)

1
dg,...dq.dp,...d

P=P( = e—BT(E)ZmVZE Yp Iy 9Py P

o Z(B,V) v<o S h3NN!

ove la somma verte sui cubetti Q adiacenti alla i,to_ntiiera del contenitore
V via una faccia laterale di area s, mentre S = s é I’ area totale della

superficie del contenitore cubico V e q, e il centr% di Q (si noti che S =
8V 2/3), si veda Meccanica Statistica §4,(4.4).
Con un po’ di algebra facile trasformare I’ ultima delle (2.3) in una forma
piu utile: 5
—n—1

P=p W logZ(B,V) (2.9)
il calcolo @ illustrato nel §6 ove sono collezionate alcune deduzioni di natura
piu tecnica.
A questo punto occorre solo una semplice verifica. Si definisce infatti:

F=—B'logz@B,V) e S=U-F)/T—~F=U-TS (25)
e si fa uso di (2.3),(2.4) per ottenere:

T = Q/3KKW/N =1/kp  dT/T = —dp/p (2.6)

dF = (B 2logZ(B,V)+ptU)dB —B—laivlogZ(B,V) dv = (2.7)
=(F —-U)dT/T—P dV =—-SdT —P dV

da cui:
TdS=d(F +TS)+Pdv =dU +PdV (2.8)

che coincide con la (1.6).

Si vede anche il significato fisico della Z(3,V): infatti la funzione F =
—B~YlogZ(B,V) & "I’ energia libera” della termodinamica.

La (2.8) dimostra I’ ortodicita dell’ insieme canonico.
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Si noti che la (2.8) si dimostra senza la necessita di considerare il “limite
termodinamico” N - oo, V - oo, V/N - v, purché si accettino le ap-
prossimazioni che conducono alla (2.1) (ossia se h e la dimensione delle
cellette si possono considerare nulle o, pit fisicamente, trascurabili). Questa
validita per tutti gli N e V & notevole ma si deve considerare casuale, come
la discussione che segue mostra. Nel caso degli altri insiemi statistici la con-
siderazione del limite termodinamico & necessaria per avere fra U, T, S,p,V
le relazioni termodinamiche e, anzi, per dimostrare I’ ortodocita & neces-
sario imporre sulla energia potenziale ®(q) descrivente le interazioni mi-
croscopiche fra le particelle, e finora piutto_sto arbitraria, alcune condizioni
importanti dal punto di vista fisico.

La situazione € in particolare un po’ piu complessa nel caso dell’ insieme
microcanonico perché qui € e [efktivamente necessario considerare il limite
termodinamico. In questo caso la somma di partizione N (U, V)

1]
N@U,V)=  dpdg/h®NN! (2.9)
J

se J eI’ insieme in cui si ha (U — DE < E(p,q) < U), che & valida a meno
degli stessi errori gia discussi nel caso dell’ insieme canonico.
Anche qui la ortodicita si ottiene per verifica. Definendo:

S =klogN (U,V) (2.10)
e T come (2/3k) volte I’ energia cinetica media per particella si trova:
_— 1 ON 1 ON _—
dsS =k U,Vv)du + U,Vv) dv (2.11)

N(U,V) oU N(U,V) oV

e ci si chiede se il membro di destra di (2.11) possa essere scritto come
(dU +p dV)/T con P,V, T definite in (2.3).

Le derivate di N possono essere studiate con un po’ di pazienza come nel
caso dell’ insieme canonico e si trova che la (2.11) pud essere riscritta, cfr
§6:

1 —1

ds = k(1 —2/3N)37N mE)~t0 du+ — 9V

(o) [ (0) =11 () ()10 (2.12)

ove, per a reale, e se J & il dominio in cui (U —E— <E(p,q) <U),sié
posto:

1
3 T_(E)O‘ dp dg/h3N N!
5 dp dg/h3NN!

T (p)®dp dg/h3NN!
J,ql_l?dl\/ Lt g
[D(p)® 1J dp dg/NAN N1 a reale (2.14)
g, Cdv “EF3

M(p)° ==

areale (2.13)
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dV essendo una regione infinitesima attorno a V ottenuta spostando di n,
lungo la normale esterna a V, gli elementi di superficie di V.

In altre parole M(p)“CE il valore medio della potenza a-ma di T(p),
rispetto alla data distribuzione microcanonica i, mentre IZI](E)IE il valore
medio della energia cinetica T (p) in una distribuzione u—bttenuta da p
imponendo che una delle N particelle si trovi vincolata a stare nella regione
dVv attorno alla superficie di V.

Se valessero le relazioni:

[0(p)“ LD (p)* (3= K (W) (1 + 6n) (2.15)

con By N 0 e con K () uguale al valore medio dell’ energia cinetica nell’
(o)

—

insieme microcanonico, si potrebbe dedurre che la (2.12) diviene, dopo
averne diviso ambi i membri per N e avere fatto tendere N — mantenendo
V/N =v e U/N = u costanti (“limite termodinamico”), la:

ds = (du +pdv)/T (2.16)

Nel caso microcanonico si vede dalle (2.12), (2.16) che la somma di par-
tizione ha direttamente il significato fisico di entropia: S = klogN (U, V).
Poiché N (U,V) & il numero di stati microscopici di energia U e volume
V, questa & la ben nota formula di Boltzmann secondo cui I’ entropia &
proporzionale al logaritmo del numero degli stati microscopici possibili di
data energia.

Per completare I’ analisi della ortodicita dell’ insieme microcanonico, resta
dunque da verificare le (2.15): tali relazioni possono essere dimostrate solo
se si accettano, come gia detto, opportune ipotesi sulla energia potenziale
o.

Queste ipotesi, che risultano avere un significato fisico importante, sono:

a) “stabilitd”: esiste una costante B tale che per ogni N e per ogni con-
figurazione (91’ e ,gN) =g si ha:

1
®(q) = ¢(9i —gj) = —BN (2.17)

i<j
Questa proprieta dice che non solo I’ energia potenziale & inferiormente
limitata (come solitamente avviene nei sistemi meccanici realistici perché
le particelle hanno un “cuore duro™) ma che il suo valore minimo non pud
essere troppo piccolo al crescere di N.
b) “temperatezza™: esistono tre costanti C > 0, x >0, R > 0 per cui:

ld@ =gV <Clg—qT 3 perg—qf>R (2.18)

Questa condizione dice che particelle molto lontane interagiscono “poco”
fra loro: in base a questa ipotesi I’ energia di interazione fra due blocchi
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di particelle distribuite uniformemente in ciascun blocco tende a zero se
la distanza fra i due blocchi viene fatta tendere all’ infinito. Cioé in un
sistema molto grande sottoregioni macroscopiche ma lontane interagiscono
poco.

Le (2.17),(2.18) non sono verificate nel caso, speciale ma importantissimo,
dei sistemi di particelle interagenti via la forza di Coulomb: il problema
g costituito in realta dalla condizione b), perché la a) & soddisfatta se si
immagina che le particelle abbiano un cuore duro. La Meccanica Statistica
di questi sistemi di cariche elettriche & piu delicata e si veda la voce Critica
della Meccanica statistica, 83, per alcuni commenti o le voci “stabilita della
materia”, e “plasmi” per un’analisi piu dettagliata del problema.

Le (2.14) sono legate alla “legge dei grandi numeri”: dicono che le variabili
T(p), pensate come variabili aleatorie distribuite secondo la distribuzione
che corrisponde ad un elemento p dell’ insieme microcanonico o alla rel-
ativa u7si veda (2.15), sono variabili a “dispersione che tende a 0” nel
limite N - oo perché il rapporto T (p)/K(u) € tale che (T (p)/K(u))*L]
(T (p)/K(W)FL 1 per ogni a. Ossia le fluttuazioni di T (p)?, rispetto al
suo valore medio [M(p)® CICKI(W)®, non sono dell’ ordine di grandezza di
(M (p)® [Stesso, ma molto pid piccole.

Poiché T (p) & somma di N variabili p2/2m,...,pZ /2m “quasi indipen-
denti” ma non davvero tali (in quanto vige fra esse il vincolo U — DE —
®(@) = T(p) = U — @(q)), € pero chiaro che la (2.14) richiede una di-
mostrazione e non si riduce banalmente alla legge dei grandi numeri, che &
formulata in termini di variabili indipendenti.

La trattazione corretta di questo problema ha dato origine ad un gran
numero di altri problemi sia matematici che fisici ed & oggetto di intenso
studio ormai dagli anni '60, dopo che alcuni lavori precedenti ne avevano
proposto chiaramente i termini. Fino ad allora tale problema era stato poco
sentito dai Fisici che consideravano soddisfacente I’ argomento originale di
Boltzmann.

E qui opportuno avvertire il lettore che mentre la trattazione dell’ insieme
canonicoqui descritta & sostanzialmente quella di Boltzmann, quella dell’
insieme microcanonico € piuttosto diversa e pit complessa: il motivo & che
in Boltzmann vengono supposte ipotesi del tipo (2.14) solo implicitamente,
e in realta Boltzmann a [rdnta il problema da un punto di vista leggermente
diverso. Egli identifica a priori una quantita che definisce (in termini degli
elementi degli insiemi statistici) come la quantita di calore dQ trasferita
nel sistema in una trasformazione infinitesima e definisce ortodico un in-
sieme statistico in cui dQ/K(W) un dilerknziale esatto. La trattazione
dei due insiemi canonico e microcanonico & apparentemente pit semplice
in Boltzmann perché le definizioni di dQ nei due insiemi dileriscono tra
loro e, nel linguaggio che si usa qui, sono consistenti, almeno nel limite
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termodinamico, solo se si suppongono valide le (2.14).

Ma non & questo il luogo per una trattazione filologicamente corretta
del pensiero di Boltzmann (trattazione peraltro tuttora piuttosto insod-
disfacente anche nella letteratura specializzata).

A conclusione di questo paragrafo ci si pud domandare quanto I’ ortodicita,
degli insiemi canonico e microcanonico dipenda dall’ ipotesi che la (2.1) e
la (2.9) siano buone approssimazioni alle somme di partizione, o quanto la
ortodicita dipenda dall’ ipotesi che il sistema consista di una sola specie di
particelle identiche.

Senza addentrarci nei calcoli diciamo solo che la nozione di ortodicita,
nel caso che (2.1) e (2.9) vengano sostituite dalle somme esatte che ap-
prossimano, deve essere modificata: nel caso dell’ insieme canonico si deve
interpretare 3 come proporzionale all’ inverso della temperatura assoluta
mentre nel caso dell’ insieme microcanonico si deve definire I’ entropia di-
rettamente via la formula di Boltzmann: S = klogN (U, V). Si ottengono
in tal modo due modelli di termodinamica in un senso naturale (ossia nel
senso che, variando lo stato p nell’ insieme in questione e, nel primo caso,
ponendo T = 1/kp la espressione dU +pdV )/T € un di [erknziale esatto; nel
secondo ponendo T = dS/(dU +pdV) la T & una grandezza ben definita,
indipendente dalla trasformazione che genera le variazioni dS, dU, dV); e si
potra dimostrare che questi due modelli di termodinamica sono equivalenti.
Viene perd meno la identificazione universale (cioé comune a tutti gli in-
siemi statistici) della energia cinetica media con la temperatura assoluta
che tanto ruolo ha giocato nelle fondazioni della meccanica statistica clas-
sica. Si veda la voce Equipartizione e Critica, per una’ analisi dettagliata
di questo punto.

Dunque gli insiemi statistici in cui le somme di partizione vengono valutate
senza la “approssimazione del continuo” valida solo, come discusso, se &
verificata la (2.2) possono ancora essere usati per la costruzione di modelli
di termodinamica.

Tuttavia, a causa delle osservazioni seguenti la (2.2), in questi casi non
& ben chiaro quale possa essere il significato della termodinamica che si
costruisce: uno studio fisicamente corretto del sistema richiederebbe, in
queste situazioni, I’ uso della meccanica quantistica come base della trat-
tazione.

Per quel che riguarda I’ ipotesi di esistenza di un solo tipo di particelle, nei
sistemi finora considerati, diciamo senza ripetere le dimostrazioni, che la
ortodicita non dipende da questa ipotesi. Ci sono perd alcuni cambiamenti
ovvii nella formulazione e nel conteggio dei fattori combinatori. A titolo di
esempio scriviamo la somma di partizione canonica per un sistema generale
di N; particelle di tipo 1 e massa m1, N particelle di tipo 2 e massa my,
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etc.: si ha, nell’ ipotesi che la dimensione delle cellette sia trascurabile:
L] —
1 dp, dg, dp, g9, T )-Be,-)

2BV)= NN . Thee ho
(2.19)
e la probabilita di uno stato microscopico sara:
i ST g w—
Toa a e—B GT(EG)—B‘D(QI,---)Z(B,V)—l (2.20)

Ng!h3Na

La ortodocita di questo insieme statistico, nel senso della generalizzione
naturale della nozione, si mostra esattamente come nel caso di un sistema
con una sola specie di particelle.

83 L’ equivalenza fra gli insiemi canonico e microcanonico.

Nei calcoli svolti nello studio degli insiemi statistici canonico e microcanon-
ico & apparsa varie volte la costante k di Boltzmann, sempre denotata allo
stesso modo ma a priori diversa caso per caso.

In realta questa costante & una costante universale k = 1.38 10716 erg/°K.

L’ iter logico che conduce alla identificazione di k ed alla dimostrazione
dell’ equivalenza dei modelli di termodinamica descritti dagli insiemi or-
todici canonico e microcanonico & percorso in questo paragrafo.

Consideriamo dapprima il caso in cui le molecole del sistema non inter-
agiscono, ¢ = 0, ciog consideriamo il modello microscopico del gas perfetto.

E in questo caso facile calcolare esplicitamente le funzioni di partizione
microcanonica e canonica, N e Z nell’ approssimazione in cui la taglia
delle cellette & trascurabile, si veda (2.1) e (2.9).

Si trova, eseguendo gli integrali in coordinate polari nello spazio delle p:

1 N V. 3N [ 1 3N
N(U,V) = g VN 2mU T — 2m(U = DE) )(3N)/3N
' 3N 3.1)
VN ommp-1
Z@v) ="

ove w(d) = F(d/2)_1\/ﬁd é la superficie della sfera unitaria a d dimensioni
e N'(x) é la funzione ' - diEulero.

I limiti di (3.1) per N - oo, V - oo, con V/N = v, U/N =y fissi, si
studiano facilmente via le formyje di Stirling - I'(x+1) = x*e™ 2mx(1+
O(1/x)), ovvero N! = NNe™N 21N (1 + O(1/N)) e si trova, si veda il §2,
(2.5),(2.10):

S =klogN (U,V) = Nk(log v + 3 log v + cost + O(i))
N 2 N N (3.2)
F=—B"tlogz(B,V)=—NB (log g + g log B + cost + O(N))
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Poiché in base alla discussione del §2, S ha I’ interpretazione di entropia
nell’ insieme microcanonico e F di energia libera F = U — TS nell’ insieme
canonico (cfr (2.5)) si pud calcolare la pressione nei due casi:

p/T = (8S/0V)y = k%(l + O(ﬁ)) microcanonico

3.3
p=—(@F/0V)s =B v i=kTv? canonico (33)

Se Na & il numero di Avogadro (Na = 6.0 102®) e N = nNa (con n = nu-
mero di grammo molecole), si vede che le (2.3) stabiliscono che I’ equazione
di stato del gas perfetto € PV = nRT in entrambi i casi, purché il valore
di k si fissi uguale nei due casi e sia numericamente:

k = R/N = costante dei gas/N = (8.30 10’/Np) erg/°K =

3.4
=1.38 10 *%erg/°K (34

Il calore specifico a volume costante risulta, dopo un facile calcolo, 3nR/2
nei due casi, si veda la voce "Equipartizione e Critica della MS”.

Come si vede, le termodinamiche previste per il gas perfetto dai due mod-
elli microscopici canonico e microcanonico coincidono, nel limite termodi-
namico, e coincidono con la termodinamica sperimentalmente nota del gas
perfetto, purché la costante k sia scelta nei due casi come in (3.4).

Ci si domanda ora se questa coincidenza delle termodinamiche definite da
due insiemi statistici canonico e microcanonico resta vera anche per sistemi
piu generali.

Questo & il “problema dell’ equivalenza degli insiemi statistici canonico
e microcanonico”. Ed & un problema di fondamentale importanza perché
sarebbe assai grave per tutta la teoria se esistessero diversi insiemi statistici
ortodici di distribuzioni stazionarie prevedenti per uno stesso sistema diverse
termodinamiche, ossia diverse relazioni fra u, v, T, P, s tutte compatibili con
le leggi della termodinamica Classica macroscopica.

Faremo vedere che si ha “in generale” equivalenza, in ogni fissato sistema,
fra insieme canonico e microcanonico se la costante k che appare nella teoria
di tali insiemi & la stessa.

Una volta mostrata I’ equivalenza delle termodinamiche relative agli
insiemi canonico e microcanonico corrispondenti ad un dato sistema ci si
dovra porre il problema se la costante k che appare come fattore di pro-
porzionalita fra la temperatura e la energia cinetica media per grado di
liberta sia la stessa per tutti gli altri sistemi, e quindi sia sempre data dalla
(3.9).

Lo schema della dimostrazione della equivalenza degli insiemi canonico e
microcanonico, gid usato da Boltzmann e Gibbs, @ il seguente.

Posto:

No(U,V) = (3.5)
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si osservi che N(U,V) = Ng(U,V) —Ng(U —DE, V) e che vale la seguente
relazione fra Ng e Z:

I:‘-oo
ZB,V)=p dEe PENG(E,V) (3.6)
UO

se U® & il minimo dell’ energia e se Z, N sono date da (2.1),(2.9) e che si
verifica integrando per parti; trattiamo qui solo il caso in cui I’ approssi-
mazione del continuo (h -@é lecita, (perd si pud vedere che I’ equivalenza
degli insiemi resta formalmente valida anche se non si trascurano le dimen-
sioni delle celletteuna volta che si modifica nel senso del 82 la nozione di
ortodicitd). Quindi, si veda §2:

FB.V)=

_ (3.7)
=—B"llogz@,V)=—B 'logB—pBtlog e PEN(E,V)dE

uo

Le quantita termodinamiche specifiche (ossia per particella) nella distribu-
zione p dell’ insieme canonico di parametri 3,V sono, al limite termodi-
namico (V - oo, N/V = fisso):

.1 - .
f.(B,v) = N“f'lo NF([3,V) energia libera canonica
uc(B,v) = Nliilwm % =- %(B,v) energia interna canonica
Te = % = S—Zk%) temperatura assoluta canonica
V= % volume specifico canonico

pc = VIim P =- g—:(B,v) pressione canonica (3.8)

_fc_uc

Sc T entropia canonica
C

ove nell’ esprimere u; e p. come derivate dell’ energia libera f; via le
(2.3),(2.4) si e scambiata la operazione di derivazione con quella di lim-
ite senza discussione, perché si procede qui euristicamente allo scopo di
esibire nella sua essenza il meccanismo di equivalenza.

Le stesse quantita calcolate nella distribuzione dell’ insieme microcanonico
con parametri U e V sono:

fn(Um,Vm) = —TmSm + Um energia libera microcanonica

Un = —— = — energia interna m.c.
m N N g
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Tm = %% = aas—lj‘(um,vm)_1 temperatura assoluta m.c.
Vi = % volume specifico microcanonico
Js .
pm=P(W) = Tmav—m(um,vm) pressione m.c.
Sm = Nlimog log(No(U,V) — No(U — DE,V)) = (3.9)
= Nliinw % log No(U, V) entropia m.c.

ove le espressioni per T, Pm seguono dalla (2.16), quella dell’ energia libera
e la definizione classica e la seconda espressione per I’ entropia microcanon-
ica richiede una digressione.

Nella teoria dell’ insieme microcanonico il valore di DE & lasciato non
specificato (purché DE [Ule DE sia una grandezza macroscopica, cioé
DE/N - De > 0). Tuttavia la teoria dell’ insieme microcanonico proced-
erebbe allo stesso modo anche se DE = U e si otterrebbe anche in questo
caso un insieme statistico ortodico e cioé un modello di termodinamica in
cui ora S = klog No(U, V).

La funzione $m(u,v) = limy _ «(k/N)log Ng(U,V) & monotona non de-
crescente in u perché tale &, manifestamente, N (U, V), e in realta si pud di-
mostrare che, nei casi rilevanti, & strettamente crescente (come ci si aspetta
poiché se 5, = sm, allora (05m/0u) ™! sarebbe uguale alla temperatura as-
soluta, che dovrebbe essere positiva) almeno nei casi interessanti in cui il
potenziale verifica le condizioni di stabilitd e temperatezza, (2.17),(2.18),
necessarie alla dimostrazione della ortodicita dell’ insieme microcanonico.

Dunque, all’ ordine dominante in N — oo ed ignorando problemi di scam-
bio di limite:

No(U,V) = exp N5m(u, v)/k

No(U — DE,V)
No(U,V)

= expN(Gm(u — De,V) —5m(u, v))/k = e N (3.10)

e o > 0 per la stretta monotonia di Sy, in u e quindi i due limiti nell’ ultima
delle (3.9) coincidono e sy, = Sy,. Questo dimostra anche la equivalenza
delle varie versioni dell’ insieme microcanonico al variare della scelta DE =
N De con De > 0.

Tornando al problema della equivalenza fra insieme microcanonico e cano-
nico fissiamo la costante k in (3.8), (3.9) uguale alla stessa quantita e
vediamo che il problema é formulabile cosi: facendo corrispondere lo stato
canonico di parametri f = 1/kT. e v = v¢ con quello microcanonico con
parametri U = Um,V = vy tali che To = 1/kB = T € V¢ = vy, tutte le
altre grandezze termodinamiche omonime devono coincidere. In tal modo,
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se questa coincidenza ha e [efkivamente luogo, i modelli di termodinamica
classica definiti dai due insiemi statistici coincideranno.

Il motivo per cui questo accade & molto semplice, se si trascurano questioni
di permutabilita dei vari limiti, procedendo euristicamente. Si trova, per
(3.6) e la prima di (3.10):

ZB,vm) =
fm) =1
=p e PENG(E,V)dE =NB e PNUeNSmwm)igy =" 5 1),

o uo

L NlexpN m&;\x(—Bu + %Sm(UyVm))

per cui, se il massimo & raggiunto in un solo punto ug, si deve avere che
P — 10s 2 . . .

Uo € tale che B = E_a—um(uo_, Vm) (perché la derivata rispetto a u si deve

annullare nel punto di massimo up). Inoltre:

I__Jjgle:lBE(E/N)NO(E,V)dE _

oo e PENG(E, V) dE
u e(=Bu+smu.vm)/KN 4,

Uc =U(W/N =
=]

'_Jz e(=Bu+sm(u,vm)/K)N dqu

(3.12)

— Up

perché solo u L 4l contribuisce agli integrali per N - oo. La (3.12)
conferma anche il significato fisico di up come energia interna.
In definitiva, ricordando la relazione osservata dopo le (3.11) fraupg e B e

la uc = ug: 5
10s 1
= E—al.r]n (Ue,Vm) = K Trm(Uc, Vm) (3.13)

e scegliendo v¢ = v, € U¢ in modo che T¢ = T (Um, Vm) Segue che u; =
Um = Up, dalla terza delle (3.8), (3.9).

Resta da verificare che fi(Um, vm) = o (B, Vc); questo segue dalla (3.11)
che dice anche che, per N - oo:

fe(B,vm) = _B_l mliiX(—Bu +Sm(U,vm)/K) =

= _B_l(_ﬁuc + Sm(UCy Vm)/k) =
= (Uc — TeSm(Ue, Vm)) = (3.14)
= (um - Tmsm(umavm)) = fm(uman)

perché Tc = T, Uc = Um.

L’ identita delle energie libere, interne e delle temperature assolute e den-
sita implica quella delle entropie (perché gli insiemi in questione sono or-
todici e quindi, fra tali grandezze, valgono le relazioni usuali della termod-
inamica).
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84 Non equivalenza fra gli insiemi canonico e microcanonico. Transizioni
di fase. La costante di Boltzmann.

Le deduzioni del §3 sono classiche ma non rigorose: possono essere rese
rigorose via un’analisi dettagliata delle proprieta qualitative delle funzioni
sm(u,V) e fc(B,V): il punto centrale della dimostrazione sta nel far vedere
che sm(u, V) € “bene approssimata” (per N grande) da S(U,V)/N e inoltre
& una funzione concava di u e convessa di v (mentre f.(3,v) & convessa
in entrambe le variabili 3,v). Questo implica che il massimo in (3.11) &
raggiunto e [efkivamente in un unico punto up ovvero, eventualmente, in
un intervallo (u—, u.+) ove la funzione Bu — s, (u,Vv) € costante in u. La
discussione dettagliata del problema, 