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Dans les "Méthodes Nouvelles de la Mécanique Céleste"

Poincaré considéra en général le systéme d'équations cano-

nigues

dx dy

i _ F S y ==
dt 3y, * dt IX L=1,...0 (1]
i i

ol

Fix,y,p) = F (x) +uF,(x,y) + u2F2(§,y_} Foweawn (2
avec F0 dépendant seulement des x et avec Fj' T = @plaprann

analytiques en x,y et 2n-périodiques par rapport aux y et avec
la série (2) convergente de fagon qu'elle définit une fonction
F analytique pour (X,¥,u) E D><TQ x (-e,e), D E&tant ouvert dans
RQ, e >0, TQ = {tore de dimension {} =[0,2n}q.
Par souci de simplicité& on supposera D = RQ et
Foll) et t= -
B = sup |F.(5,X)|< + =
9= '
5
mais il serait facile d'affaiblir fortement ces hypothéses
qui nous servent pour pouvoir définir sans problémes des solu-
tions globales de (1) pour toutes les données initiales

(x,y) ERQ XTE et pour tout u € (-g,e).

{#*) L'auteur remercie la Fondation Volkswagen du soutien financier qu'elle

lui a accordé pour son séjour & 1'IHES au cours duquel cet ouvrage a

s

té écrit,
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On notera (x(t),y(t)) le point dans lequel la donnée
initiale (x,y) €volue au bout du temps t: alternativement on
emploiera la notation

(x(t) ,y(t)) = Stdfg,z) . (4)

La guestion que Poincaré se posa concernait l'existence
d'une fonction (X,¥,u) = ¢(x,y,n) définie dans un ouvert
r = Do xTQ X(—eo,so} = W’<{Hso,ao), DO = { sphére de rayon <1},
telle que:
l,al}, El:>0 on ait

$(X,¥ou) = 0(Sy  (x,9) ow) (5)
c'est-ad-dire que ¢ est une intégrale premiére dans la région

(i) si St U{E'X) EW, YV £t €ER, Yy € (-¢
r

d'ol partent les mouvements qui restent dans W.
(ii) ¢ est analytique (et uniforme) dans T par rapport aux
XiYou-
Supposant, pour la simplicité de 1'exposition, gue le
hessien de PO sgit tel gue
3 Fo
aX3X

det (x) # 0 (6)

et remplacant la condition (5) par la condition plus faible:

d _
Elﬁ (St,u(?'("x}} t=0 = {FJQ’}(_}EJX} =0 V(irxfu} EF (7)

ot {.,.} dénote le crochet de Poisson, on peut formuler le
résultat de Poincaré comme suit:

Proposition: Si dans la région D les coefficients du dévelop-

pement de Fourier de la fonction F.:

_ A iv.y
F,(x,y) = F (x) e = (8)
R 4 vézg l,v'=

sont tous différents de zéro, ¥ x € D, alors il n'y a pas de

fonction ¢ ne pouvant &tre considérée comme une fonction de F.

On peut dire gque, "en général", un systéme analytique
d'équations canoniques n'admet pas d'intégrales premiéres
analytiques (uniformes).

La démonstration du théoréme permet de 1l'étendre & des
cas bien plus généraux et un célébre corollaire que Poincaré
en a déduit est la démonstration de la non-existence d'inté-
grales premiéres analytiques pour le probléme des trois corps

lorsque deux corps ont des masses tré&s petites par rapport &




celle du troisiéme (ces masses jouent le réle du paramétre yu).

On peut considérer le résultat de Poincaré d'un autre
point de vue. Si on pose y = 0 dans (1),(2) on voit que le
mouvement admet { intégrales premiéres indépendantes, &4 savoir
les x elles-mémes.

Et on peut regarder 1l'espace des phases comme feuilleté
par une famille & U paramétres de tores invariants (par rap-
port au flot St,o , £ = 0) de la forme:

g

Bon = Tnlsl (9)
et
W= i("LE'D Z_o,i (109
Le mouvement sur chaque tore est “trivial":
= - 3Fg
Stto(irz) = (x,y+ Tx (X)t) (11)

c'est-a-dire il est quasi-périodique ("non isochrone" car la
condition (6) imposée sur le hessien de F implique que les
composantes de 75% sont des fonctions 1ndépendantes}

On pourrait naivement espérer gue si p est petit, 1l'es-
pace des phases W peut encore &8tre considéré comme feuilleté

par des tores invariants un peu déformés par rapport aux tores

Z; x @ des effets de frontidre prés". C'est-a-dire on pour-
’
rait espérer qu'il existe une famille de tores {-dimensionnels
Z; A paramétrisés par { paramétres A gui varient dans D(u}'
=
invariants par 1'évolution St y et tels que 1'ensemble
’
W(p) = ééb T A (12)

U,
soit contenu dans W é:)méme temps que les frontiéres 3W(uy) et
BD(L) sont contenues dans une bande d'épaisseur o(y) prés de
aW et 3D respectivement.

La condition que les tores ZB!A soient peu déformés par
rapport aux tores originaux g’ L X peut s'exprimer en disant gue

les équations paramétriques de g‘ A sont de la forme:

X =2+ alB,g,u) (13)

Y = ¢+ glA,¢,u)

avec a,§ analytiques en (B,b,u) € U(D

1l

(1) XTQ x {pl) et divi-

sibles par u (donc "petites" si u est petit}.
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Enfin le mouvement sur ces tores devrait encore étre
quasi-périodique dans le sens gu'il devrait exister ¢ foncti-

ons (u,A) * w(A,u), telles gque si (x,y,u) correspond & (A,¢,u)

par (13), alors (x(t),y(t),u) = (St'u(i,x},p) est donné par
(13) en correspondance de

(B, ¢") = (A9 + w(A,u)t) (14)
et 3Fo S

(w(A,p) - % (B)) est divisible par . . (15)

Par le théoréme des fonctions implicites on pourrait
alors inverser (13), pour y petit, en exprimant A (et aussi
3, S1 on veut) en termes de x,y

A=x+ a(x,y.p (16)
et, évidemment, les ¢ fonctions dans (16) formeraient une
famille de ! intégrales premiéres analytigues dans une région
contenant un ensemble de la forme Dl XTQ X{—El,el}.

Donc du méme coup le théoréme de Poincaré exclut la pos-
sibilité gue le mouvement perturbé par rapport & un mouvement
"intégrable par guadratures" (c'est-3-dire avec &guations (1)
avec p=0) ait le méme caract@re au moins pour des perturba-
tions générales. Mals, néanmoins, il se trouve gque le théo-
réme suivant est vrai (énoncé& par Kolmogorov [2] en 1956 et
prouvé essentiellement dans les articles de Moser [3] en 1962
et de Arnold (4] en 1963):

Proposition: Dans les hypothéses (6) et (3) il y a une famille
- DO'

est un borélien, et a,f sont des fonctions mesurables

de tores invariants de la forme (13) définie pour A € D

= (u)

ot D

(p) -
de (A,3,u) € D(u} % T x(—ao,eo), analytigues en 4 a (A,y) fixes

et s'annulant uniformément pour y —=+0 et telles gue l'ensemble

ﬁ(L) défini comme dans (12), avec S(u) au lieu de D(u)' a la

propriété:

volume W{yp)
volume W p= 0’

1 (17)

Enfin le mouvement St ; est décrit, sur chaque tore, par (14).
L}

Donc il apparalt que 1'idée naive que le mouvement pertur-
bé soit proche de celui gui est imperturbé est guand méme

correcte.




Se peut-il que la seule condition 3 abandonner soit celle
de l'analyticité des tores? C'est-i-dire, peut-on espérer que
3B(p}' 3W(p) soient contenues dans une bande prés de dD et §W
si on renonce & exiger que le feuilletage en tores invariants
de W(u) soit analytigue?

Un examen de la preuve des propositions gu'on vient de
citer conduit 3 croire, au contraire, que D(u) est un ensemble
plein de "déchirures" et & complémentaire ouvert et, peut-&tre,
méme dense, bien gue de petite mesure par (17).

Mais on peut voir qgue les déchirures (si vraiment pré-
sentes) doivent apparaitre parmi les tores de facon trés régu-
liére.

En effet, on peut prouver la proposition suivante,
Poschel [5] , Chierchia-Gallavotti [6]

Proposition: Il est possible de construire un ensemble W(u)

feuilleté par des tores invariants gui soient décrits par des

équations paramétriques de la forme (13) et qui jouissent, en

plus, de la propriété (14) et, enfin, telles que les fonctions

(x,y) = alx,y,u), A = w(h,y) s'étendent 3 des fonctions de

(= =]
classe C sur R xT et sur DO pour p assez petit.

Je pense qu'aussi la dépendance en y de a(x,y,u) et de
w(A,u) est de classe C .

Tout cela veut dire qu'il y a un feuilletage en tores de
classe C qui compléte le feuilletage partiel (et plein de dé-
chirures) de W en tores invariants {gqui couvrent W{p) C W).

En d'autres termes encore, les déchirures se produisent de
facon trés gentille en dépit du fait qu'on pense gqu'elles
puissent étre denses.

Dans un cas & deux degrés de liberté cela veut dire, par
exemple, gue si on considére 1'hyperplan Yy =Y, =0 et, pour
chaque paire (xl,xz) = X on considére le mouvement qui se déve-
loppe avec une donnée initiale (xl,xz,U,O) et si on mesure une
gquantité §(x) caractéristique du mouvement quasi-périodique,
comme par exemple la somme des carrés des pulsations du mouve-
ment guasi-périodique (si tel est le mouvement en guestion

et si on imagine de choisir les deux fréquences indépendantes




selon quelque critére bien défini) ou zéro si le mouvement
n'est pas quasi-périodique, on obtiendra un graphe de la forme
==
nix) oY la surface X est de classe C ,

s mais (x,0(x)) est sur I seulement

pour un ensemble de grande mesure
de valeurs de x et dans le plan
z @ = 0 ou ailleurs pour un ensemble
=N de valeurs de x contenant unouvert
(de petite mesure mais, peut-&tre, méme dense).

Une telle situation semble bien s'accorder, du point de
vue gqualitatif, avec les résultats des expérimentations numé-
rigques.

Evidemment ce gui est exposé plus haut peut faire douter
que le feuilletage W(u) contient des déchirures factices, dues
au procédé de la démonstration constructive de 1l'existence de
W(p), et non pas présentes dans la réalité.

Bien gu'il y ait des exemples de systé@mes hamiltoniens,
perturbations de guelque systéme intégrable par gquadrature,

ol l'espace des phases certainement contient, pour u #0, des
points dont le mouvement n'est pas quasi-périodique [7] , il
n'y a pas encore d'exemple d'un cas ol le complémentaire de la
région que l'on peut feuilleter en tores invariants, parcourus
de fagon quasi-périodique et peu perturbé par rapport aux

tores du systéme imperturbé, contient un ouvert (ou un ensemble
de mesure positive).

Je voudrais dédier le temps qui reste & motiver la conjec-
ture qu'il devrait y avoir beaucoup d'exemples de systémes
pour lesquels l'ensemble des points de W qui n'évoluent pas
de fagon quasi-périodique est ouvert.

Donné v € ZQ, v = (vl,...,uﬁ), MCD(“lf""“QJ = 1, consi-
dérons la courbe définie par 1'équation

aFg —
3—5 (E) = mol (18)

paramétrisée par Wy . Si DD est assez petit cette courbe est
simple ou bien contient un nombre fini de branches (ce qu'on
voit par l'intermédiaire du théoréme des fonctions implicites).

Appelons L(v) cette courbe et supposons |Lfg)| = {longueur




de L{v}} < B <+, ¥ v # 0.

Considérons 1'ensemble
*

3o B GRS =ity
A(h,a,8) Iiléyﬁlogl'»il EEL{E) S(x,AJu|v| ) (19)

* 4
oad Y est une réunion sur les v € 72 tels que MCD(vl,...,vQ)=l

et £ >0, >0 et 4 sont des paramétres (et S(x,p) = sphére
centrée en x et avec rayon o).
On a:
' 2-1 £-1 ~a (2-1)
vol &(%,a,8) <const i [v|< §5109h4|3|
] s - (20)
Qconst,‘aC lﬁﬂ A {log A l)const

On peut espérer gque si y est assez petit tous les points
(x,y) € A(),2,8) T soient animés par un mouvement qui n'est
pas quasi-périodigue ou peu perturbé par rapport aux mouve-
ments quasi-périodiques du systéme imperturbé, au moins si
Fl,u,ﬁ,l sont convenablement choisis. La raison sur laquelle

cet espoir repose est la suivante:

Considérons d'abord le cas v = (1,0,...,0) et F_(x) =} x°.
On notera x = (xl,...,xg}fi(A,Bz,...,EQ) = (A,B),
Yy = {¢l,...,¢Q) E{¢,¢2,...,¢Q) = (¢,¥) et on considérera
1l'hamiltonien
2
a2 B
T+T+Uf(3\,§:¢:_l._l{) (21)

On s'intéresse donc aux mouvements qui se développent prés du
"tore résonnant" A =1, B = 0.
o ~o =
On pose, si pu > 0:
A(t) =1 + Jf'aL(JFt)
B(t) =T b (vt)
" (22)
ple) = ¢ Nut)
plt) = luﬁfit)

et on trouve gue les égquations du mouvement sont:

©_ af

aL = 3 (1 +Iiau,{ﬁgu,6u,yu)

A |

b, = =57 (L HFa Tb & ) (23)

1 af g
& a + — +Jﬁ'€§ (1 ﬁﬁfaUJTTQu,cu,yu)

&, 5 o




v, =b + i +{Wa, T 6,y

ol la "variable temporelle" dans les équations (23) est
1 =it et le point dénote la dérivation par rapport a r.
On fixe pour les équations (23) une donnée initiale p-indé-

pendante:

a,(0) =a, b (0) =b, s (0) =6,y (0) =y (24

Cela signifie que 1l'on s'intéresse aux mouvements gui ont une
donnée initiale (A,B,4,y) & une distance de 1l'ordre de Ji du
tore résonnant.

I1 est facile de prouver gue les limites [8]

lim a‘|(T) = al(z1) lim b (1) = b(z)

L0 U= (25)
lim y (1) = y(1)

wro ¥

existent et vérifient les équations

a =20 2w

Lo W _ dg

b = 3y (v) avec V(y) = J £(1,0,¢,y) PP (26)
N=E !

C'est-a-dire que b et y évoluent, & la limite u—~+0, selon les
équations canonigues associées & 1'hamiltonien

2 6%+ vy (27)

(b,y) €tant des variables canoniques. En plus on peut voir
que les limites (25) sont uniformes dans toute région 0 <1 é:u
si Jiul Dl

Donc on peut dire gque les mouvements qui commencent a
JIul prés d'un tore résonnant se développent sur deux échelles
de temps différentes: 1l'échelle de 1'ordre 1 dans lagquelle le
mouvement apparalt comme périodique et 1'échelle de 1'ordre
i%ﬁ-oﬁle mouvement gouverné par (26) se superpose au mouve-
ment périodique: puisque dans (26) la fonction Vi{y) est en
large mesure arbitraire, on peut imaginer qu'elle est choisie
de fagon a produire un mouvement gui n'est pas quasi-pério-

dique au moins pour la plupart des données initiales et si




L > 2 *. (Bien que je ne sache citer aucun exemple explicite
appartenant 4 la classe Cm, on pense gqu'il en existe.)

La description du mouvement que l'on vient de donner
devrait étre valable jusgu'au temps de 1'ordre ﬁ%T (si on se
rappelle gue t =Tt et gque les limites (25) sont uniformes
pour 0 = ; < T si thﬂT-::E»O .

Ensuite il est difficile de prévoir ce qui se passe: on
peut croire que si les mouvements décrits par (26) sont suf-
fisamment stables (si, par exemple, ils forment un flot d'Ano-
sov) et si on peut garantir a priori gue a reste borné (ab-
sence de diffusion d'Arnold), alors rien de nouveau ne devrait
se produire pour t'?>-ﬁT—.

Donc dans une telle situation le mouvement restera bien
décrit par (26) au moins du point de vue qualitatif: d'eld on
déduit la partie de la conjecture relative 3 la résonance
M= (L0 we ;05 fecas v = (1,...,0) dans (19)).

Le cas ol FO est arbitraire se raméne 3 celui déjad trai-
té par des développements en puissances de X et par de simples
changements de coordonnées.

?e cas ot l'on considére une résonance wix) = Wok avec
¥ & & arbitraire se raméne au précédent par un changement
canonigue linéaire de coordonnées:

(a',B') = /Aa,s)

(6',8') = (1) (o, u) (28)
ol (u#"l} est une matrice a éléments entiers et tels que

W S = P 0B (29)
(qui existe si, comme on le suppose, MCD (v pevnsvg) = 1)

J
on peut trouver #’ge fagon telle gue pour tout u € R

ollvI ™ |u] < || < o()y]) |y - (30}

Alors un voisinage de 1l'ordre deJlu| du tore résonnant dans les

nouvelles variables a, dans les variables originaires (A,B),

= ; . = _— - =1,
une épaisseur gui peut &tre estimée par = OC|v] ~) Jlul

(*) il =2, alors b et y sont unidimensionnels et (24) sera intégrable
par quadratures pour beaucoup de données initiales et pour V assez

général.




Mais le changement de coordonnées (28) * (30) change aussi
la forme de 1'hamiltonien (qui est le méme, mais doit é&tre re-
gardé comme fonction des nouvelles coordonnées) et on pourra
estimer la dérivée de la fonction perturbatrice par O(|v||ul).

Donc si on veut vraiment appliquer le méme argument, gue
l'on a exposé pour la résonance v = (1,0,...,0) au cas géné-
ral, on devra se borner 4 considérer des valeurs de |vl telles
gque |uvl n'est pas trop grand par rapport & u: d'oll le choix
vl < 8 log|ul Tt.

Tout ceci motive la conjecture (et on trouve o >1 et &

reste arbitraire).

Appendice: Démonstration de (26)

Une analyse beaucoup plus profonde de problémes analogues
est dans [8].

On suppose que f soit une fonction uniformément bornée
dans ses arguments {A,E,c,il € R xRﬂwl le ngwl.

On fixe T > 0 et on considére 0 < t < T. On voit gque, si

_ af| , |2E _ 3f |, |2£
F = max (l9¢| +|3£1) , G = max ( Y +1BE|)
|a‘|_(t)[ < lagl+ FT ., | (8)] < |bgl+ FT )
|x, (®)] < |y I+ GTylul+ (b, + FT)T
(d'aprés (23)), donc a, s Eu' %, sont des fonctions équibor-

nées pour t € [0,T]. Leurs dérivées aussi sont équibornées:

< =
|aul =y |Ej.1| E (A.2)
. = |
lx | < (b |+ FT) +/luic
Donc les trois familles de fonctions a s bl, Yo sont éguibor-
s =t =

nées et équicontinues sur [0,T].
On pourra pourtant trouver, dans toute suite de valeurs

de u convergente vers zé&rog, une spus-suite B e 0 telle

que a , b , ¥ converge vers une limite continue a, b, ¥y
“n TFn Thp -
uniformément dans t € [0,T].
Alors:
ot 5
= - = 1 u )y UE ¢ {1))d
a (t) =a + I aql{hﬁaui )olib (2) A1) ex (1)) de
Vi t AE (A.3)
s a + [ = o (108 (%) o Crl ) Ein

She) 0 0
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i

ol Jf}g signifie que la différence entre les membres de gauche
et de droite tend vers zéro, lorsque p —0, .comme {y (et, en
fait, on peut borner la différence par:

T (M( Ja [+ FT) + M(|b_|+ FT))
o b, a4

. _ 3%f l a’fl
si M= max(‘a¢aA[ + 3098 )

Alors on peut cohserver que:

A T S ‘ {ie Eﬁ & & 2} o (e))
Ou(‘) S o Jo .dp(ﬁi +{:3g(1+J;aL(B)'ﬁjbp{")'“u{J)'Yuh}'ds
et gue l'intégrale au second membre de (A.3) peut (25

s'écrire:
A "zﬁﬁk ¥o0, & (), y (&
e b 2 (k-1) B¢ PTINT p Ly Vi (A.6)

avec une évidente convention sur la signification du dernier
élément de la somme, si Au{T) est une abréviation de 1l'inté-
grale au membre dreoit de (A.5).

Si t, = 2rfuk  (A.6) est égale a:

‘;—t/zjﬁ rzﬂEk s f T dr
T z == (1,0, =42 (t ),y (£)) = +
k=1 ‘27 {7(k-1) ?2¢ =ty R e S TR W
t/2m T
L U Mtkr_“j‘ﬁzétk‘l“u‘”'*u‘tk’|+|lu‘”' 1, 5
(A.7)

mais

[x () - A gl < ((laoli—FTWZF +[m62n{u) -

v (0) =y (g < (b |+ P 2n +{wG2n{u)

et donc (A.6) est, pour D >0 convenable

s Y% af : ds
B sy Jt g Phedle B N0 (50 ¥ o 1 4 BIRDYE
k-1 (A.9)

Mais les intégrales entre parenth3ses sont nulles parce que

f est périodique en ¢ et donc:
%;g au{t) = a (A.10)

avec une erreur que l'on peut évaluer par (tfu D).
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De fagon analogue on Studie Eu et ¥y
Si bn Oetb ,y -~ b,y on trouve
Hon |-Jn
et 4 f
b (t) = b+ - %T{I+J7na (), b~ (),6 (1),y (1))dr
Lln 'ID oy 111’1 Hon ],.n Ill'l
T b a0 )d
— b +[u = ka0 AT )iy (t))dr
I--n 0 (o] J_n JO ap I-Jn 1
J]._._ t/27r U [ =
~z b ot [Fn 1% %ﬁ(l,g,; +a, (1) ,y  (r))dr
¥n k=1 ey g T n n n
‘ﬁ..— t/2rr ¥ Irt :
/—E:b b+, = {"n K - ig(l,g,i_ +a () () )dr
"n k=1 Tt 1 * 'n  *n
t/2ﬁJf_ "
=b_+ [l % B wld fy fe
L .3 3y (lp{ k)
N[ ik 3
f—-r-l-_fo b o+ | - :\Y(L (t))dr
by 0 lg By
(e AV
+ - (5 z .11
e Bt T aehie e

C'est-a-dire gque la limite de QL et de > vérifie
n n

b o=-Y(y) (a.12)

et par un méme argument
¥ =b
Les (A.12),(A.13) sont des éguations ordinaires avec une pro-

priété d'existence et d'unicité glohale: donc les limites de

b

;B ne peuvent pas dépendre de la suite LH*O et donc les
- ==
n

n
limites
%;g au(t) = a(ld) = a,
%gg EL(t) =54 %;g lp(t} = y(t) (A.14)

existent et vérifient les (A.12),(A.13) avec les conditions
initiales b(0) = Eo’ y(0) = Yo ¥ = 0.

Si on regarde de plus prés les inégalités ci-dessus on
voit que les limites (A.l4) sont uniformes non seulement pour
|l < T, avec 1T > 0 donné, mais aussi pour |t|< T st

ﬁlll.?ﬁ’ 0.
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