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Alcuni problemi ed idee della teoria ergodica.

GIOVANNI GALLAVOTTI (Roma) (¥)

Mi propongo di illustrare, senza entrare in dettagli tecnici ed a
partire da alcuni esempi elementari alcune nozioni e risultati recenti
della teoria ergodica dei sistemi dinamici.

Ne dovrebbe risultare un quadro dal quale emergono alecuni
specifici problemi aperti ed un contesto generale in cui si pud pen-
sare di risolverli o, almeno, di studiarli.

Sia §, un flusso definito su uno spazio di Lebesgue (K, o) e si
supponga che la misura p sia invariante per 8,, Vie R, (ossia,
Vte R, 8, & un automorfismo mod. 0 di (K, p)).

Una tale situazione si presenta in molte applicazioni. Per tutte
scelgo i seguenti celebri esempi [1]

EsEMPIO 1. — Sistemi Hamiltoniani. Sia H(P, q) una funzione 0%
su R*XR" e si supponga che linsieme X,= {(P, q)|H(P, q) =1}
sia una superficie compatta, regolare non vuota e tale che |grad H| 0
su 2.

Si consideri 'equazione differenziale

 0H
=
OH

I

con dato iniziale in X, (ed ovvio significato dei simboli).

B facile vedere che tale equazione ammette una soluzione glo-
bale per ogni dato iniziale in .

Pitt precisamente esiste una famiglia di trasformazioni 8,.
8: 2> X, te R, tali che, se (P(t), g(t)) =8P, q), le funzioni P(t),

(*) Cagliari, 24 settembre 1975.
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q(t) sono differenziabili in ¢ e risolvono I'equazione differenziale
con dato iniziale (P, q).

Sulla superficie regolare 2, si pud introdurre la misura norma-
lizzata

do
do) = ———cost
ol T

ove do = elemento di superficie su X,.

B ben noto (teorema di Liouville) che p & invariante per la tra-
sformazione S,, Vie R.

Dunque la terna (X, g, (8)),z) definisce un flusso.

BEsEMPIO 2. — Sia @ = [0,1]x[0, 1] un quadrato e (55N V— )
n ostacoli in @ ossia n regioni aperte con chiusure mutuamente
disgiunte e contenute nell'interno di Q. Siano 2 — (q, 0),

geQ/C,v..uC, e 0<f<2n

tre coordinate rappresentanti un punto materiale loeato in q con
velocitd unitaria formante un angolo 6 con I'asse delle ascisse.

Gli ostacoli si suppongono con frontiera di classe C° o stretta-
mente convessi. La trasformazione S,, t € R, & definita da Si(q, 0) =
=(q',0') ove ¢', 6’ & Iatto di moto in cui si viene a trovare all'i-
stante ¢ un punto materiale inizialmente (g, 6) dopo essersi sempre
mosso di moto rettilineo uniforme ad eccezione degli istanti in cni
sono avvenute collisioni con gli ostacoli ed in cui il punto & stato
deviato con angolo di riflessione uguale a quello di incidenza e degli
istanti di collisione con le pareti in cui il punto o & deviato con la
stessa legge di riflessione degli ostacoli (« biliardo riflettente »), Op-
pure sparisce per riapparire immediatamente sul lato opposto del
quadrato con velocitd nella stessa direzione (« biliardo periodico »).

Se K = {l'insieme degli atti moto} e se su K si immagina defi-
nita la misura normalizzata:

dq df

oldgdf) = —

8i vede che §,, per ogni ¢, & definito 0-quasi ovunque e lascia g inva-
riante e la terna (K, g, (S,),.z) definisce un flusso.

Ci si pone, in generale, il problema dello studio qualitativo delle
proprieta del moto di un punto scelto a caso con distribuzione 0y
sotto I'azione di un flusso.

Per evitare di restare in un ambito troppo astratto conside-
riamo un tipico problema di analisi qualitativa di interesse nelle
applicazioni.
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Consideriamo un insieme di ostacoli i!istfibuiti sul piano -R(; 1r;
modo periodico, ad esempio ripetendo penodm’amentf_a con pelrm. (;1 !
il quadrato @ e gli ostacoli Cy, Oy, ..., C,, dell esempio 2, ne 11,]1:3 (11
Supponiamo di scegliere a caso un puntq materiale d{;ot? . :uﬂone
moto (g, 0), con ge@\C,U C,U...U 0,._, in base alla dis r;l i
di probabilith o(dqdb) = const dgdf e dl. fs.u'lo muovere nel p
con velocitd uniforme e la solita legge di nﬂe?.smne. -

sia S.(g, 0) = (q(t), 6(t)) Patto di moto all'istante f, s:s (;;, iy
l'atto di moto iniziale, (per inciso & chiaro che se S, denota la
sformazione associata al biliardo periodico si avri

S.(q, 0) = (q(®) +x(t), 0(2))

ove x(t) & un vettore a componenti interi e che varia discontinua-
mente in ). '

Ci si dtzmanda qual’® il tipo di moto di S(qg, 0) con (g, 0) _scelfic;
a caso come spiegato. Ad esempio, & importante sapere che tg;:te
diffusione il punto subisce nel suo moto: se normale o no. 1 d;
maticamente questo significa studiare il comportamente asintotico

dgdf
@ =|(a0—a 0

ossia della distanza quadratica media l‘ispt?tto. alla posizione spa-
siale dell’atto di moto iniziale; e non & difficile vedere che

‘ . dqdb
{ri(t)) = 2Ier‘dr’J‘cos (6(r)—0(") =
0 0 -

e se, ad esempio, la funzione

dqay

plr—7)= cos(0(7)—0(z")) ey
& sommabile in 7 — 7' si ha

+ o0
ﬁmm=D =2J.y(t)dr

oo

Se D> 0 si dice che il sistema ha diffusione normale.
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Poiché come osservato 0(t) =0'(t) vediamo che lo studio dj
=y(7) J.{eos 6(7) cosf -+ sinf(7) sin 0} dqdf
cost

¢ un problema di teoria del biliardo periodico.
Ln ggne.rale, c%ato 11m flusso (K, g, 8,) & Spesso neecessario, nelle
applicazionl, studiare I'andamento asintotico di espressioni del tipo:

(3 Jetn rs.0)60) B, 6e, ()

e,:_a]]a, Ince della discussione dell’esempio precedente si vede bene
Pinteresse della seguente nozione:

DEFINIZIONE. — Un flusso (K i di
DEFINIZIONE. 0, 8,) si dice mescolant ¢
famiglia & di funzioni, 5 c I_, s:a ;J‘Fr, GedF i

1 o) F(S.2)6(0) = ([F@o(an) 6@ efan) .

Se &"‘_ZL?’(Q) il sistema si dice mescolante (1).

La ragione del nome si comprende immediatamente scegliendo F
e G come funzioni caratteristiche di due insiemi misurabili 4 e B

Abbiamo cosi incontrato esempi di due proprieta « qualit.a,tiv‘e »:
q.ue]la. del meseola.m_ento parziale o totale e quella della velocité:
di mescolamento Ossia, assunto che (K, g, §,) sia mescolante er F
e @, della velocitd con cui gli integrali di mescolamento (*)pdi r
e GQtemtl:]l;o al loro limite per ¢ — =+ oo, J

unest’ultima questi li i i i

della difasione piana sopra desertiyr o PO PrOblema

11 seguente teorema chiarisce un po’ la nozione di mescolamento

TEOREMA 1 (S - 1 ] fodi
ki (SIvar [2]). = 11 biliardo riflettente o periodico ¢ me-

mMI;er la.' teori'a tj'lella: diffusione sul biliardo tale teorema & scarsa-
‘nte utile; ci dice infatti solo che lim y() = 0 ma non ci da in-
t—roa

formagzioni sul comportamento asintotico di y(t indi, di ¢&*
che ]: il problema dal quale abbiamo presoyl(e) ril)sqsu;.ndl’ e
- ?eellngi;;;e:il_te 8i & arrivati a trovare dei metodi per lo studio
v d1 mescolamento per certi flussi mescolanti e mi pro-
pongo ora di illustrarne alcuni aspetti: sebbene, per il momento,
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la prospettiva di applicarli al problema della diffusione fra ostacoli
sia piuttosto remota e niente affatto chiara.

Tali tecniche sono notevolmente piu sviluppate per i cosiddetti
sistemni dinamici disereti. Tali gistemi dinamiei sono definiti da una
misura (K, p) di Lebesgue e da un suo automorfismo (mod 0), 7': ad
esempio, se (K, p, §;) ¢ un flusso e se si definisce 7' = 8, allora il
sistema (K, p, T) ¢ un sistema dinamico discreto detto « flusso di-
seretizzato» a t= 1.

La nozione di mescolamento si trasporta in modeo naturale al
caso dei sistemi disereti.

I’idea base per lo studio della velocita di mescolamento consiste
in un cambiamento di coordinate che trasformi il sistema dinamico
(K, p, T) in uno (K', ¢/, T') ad esso «isomorfo» il quale perd abbia
traiettorie « molto semplici » e, al tempo stesso, una misura p ¢ molto
semplice ».

Per precisare, diremo che due sistemi dinamici disereti (K, o, T)
e (K', o', T') sono isomorfi se esiste un isomorfismo (mod 0) delle
misure (K, o) e (K', p') ¢che commuta con I'azione di T' e 7" (mod 0).

11 sistema (K', o/, T') si puod allora interpretare in modo natu-
rale come il sistema (K, p, T') visto in altre coordinate (qui il lin-
guaggio & suggestivo ma vago; si noti che negli isomorfismi mod 0
fra spazi di Lebesgue si perdono le proprietd topologiche e quindi
la locuzione ¢ cambiamento di coordinate » va solo congsiderata come
ainto ad una visualizzazione intuitiva della nozione di isomorfismo).

Un metodo molto semplice per costruire sistemi isomorfi ad un
dato sistemsa @ il seguente: sia 9 = (P,, ..., P,) una partizione fi-
nita e p-misurabile di K.

Ad ogni x € K si associ la «storia» di # su T ossia la successione
(#,)=2 definita dalla relazione

TimePzi 1:: 0, :I:l, vas

se per quasi tutti i punti « la successione (#,)"% determina x la parti-
zione si dird « generatrice ».

B interessante osservare che tutti diffomorfismi di varietd
compatta Riemanniana di classe (* che lasciano invariante una mi-
sura p assolutamente continua rispetto all’elemento di volume e
con derivata di Radon-Nikodyn continua sono tali che il sistema
dinamico (K, p, T') ammette una partizione generatrice finita (KRIE-
GER [3]).

Se, dunque, K'= spazio delle suceessioni ()12, #,=1,2,...,m,
e se

Bl = {21y = 21y Yo, = Ty ooy Yy = 03
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@ se si pone

2 (E:l ‘zlt) i Q(T_ileu N T_"_len el T_“-P.ﬂ)

T'(@)in=(@)!2 o=@y, i=0,%1,..

& facile vedere [4] che o' si estende ad una misura sulla o-algebra
generata dai « cilindri» cioé dagli insiemi del tipo appena intro-
dotto e che il sistema dinamico « simbelico » (K', p’, 7") & isomorfo
a (K, p, T): isomorfismo & stabilito dalla corrispondenza (z € K)«—
<> (storia di ) definita (mod 0) se P & generatrice (RoHLIN [5]).

Supponiamo ora che esista un « semplice » cambiamento di co-
ordinate, del tipo ora descritto, tale che la misura p’ sia anch’essa
semplice; ad esempio, sia una misura di Bernolli e cioé¢ tale che

esistano p(l),..., p(m) e
(B = H;v{w

{« proprieta di indipendenza, o di Bernoulli»).

Sarebbe allora molto facile discutere le wvelocitd di mescola-
mento per il sistema in questione: invero se una funzione #: K — R
&, espressa nelle coordinate di K, tale che esiste un N > 0 per cui

F(2) = @@ _xy @_yi1y 00y Boy Ty ony Loy)

ove (2,2 & la storia di @ e ¢ ¢ una funzione su R*¥+! ¢ allora
chiaro che

[E@ F@)etan) = ( [F(@)etan)’
K K

non appena M >2N -+ 1 e, quindi, il problema del calcolo delle
velocitd di mescolamento per una funzione F: K — R, misurabile,
diviene essenzialmente quello di vedere « quanto » F'(x) dipende dalla
storia lontana di # al variare di # in K. Se la corrispondenza tra
punti e storie relative & « semplice » allora ¢'¢ speranza di risolvere
anche questo problema almeno per certe funzioni F.

Ovviamente non ¢ affatto detto che un dato sistema dinamico
sia isomorfo ad un sistema dinamico simbolico con misura di Ber-
noulli.

Per molti sistemi di interesse nelle applicazioni, perd, grazie ai
fondamentali risultati di SINAT ¢ ORNSTEIN [6], sulla teoria dell’iso-
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morfismo fra sistemi dinamici ¢ stato possibile dimostrare Pesistenza
di partizioni di Bernoulli generatrici.

Fra questi conviene ricordare il biliardo discretizzato ed il flusso
geodetico diseretizzato su varietd Riemanniane a curvatura negativa
e di classe (® almeno (di cui il biliardo &, in un certo senso, un caso
limite), [1, 6, 7].

Perd in tutti questi casi, dalle dimostrazioni, emerge il sospetto
che le partizioni di Bernoulli siano lungi dall'essere semplici geome-
tricamente: ad esempio, & probabile, che, nel caso del biliardo, gli
atomi delle partizioni di Bernoulli siano densi gli uni negli altri!
questo significa che pud essere difficile studiare funzioni tipo cos 0
o sen 0 in termini della storia di un punto su una partizione di Ber-
noulli e ¢’é poca speranza di ottenere informazioni concrete su quan-
tita interessanti come yp(f) per questa via.

La situazione per i flussi geodetici o per i sistemi di Anosov
(ad essi analoghi e che non definird in questa sede) (e.f.r. [1], pag. 53)
& del tutto analoga [6].

Si pud perd rinunciare alla costruzione di partizioni di Bernoulli
e costruire partizioni che siano pit regolari al prezzo di ottenere
una misura, definita sulle successioni che rappresentano le storie
dei punti, che non sia banale come le misure di Bernoulli, ma che
resti « trattabile » e al tempo stesso divenga trattabile il problema
dello studio della dipendenza di funzioni interessanti rispetto ad
eventi della storia lontana.

In effetti, nel caso dei sistemi di Anosov, é possibile costruire
partizioni tali che la misura indotta sulle storie associate dalla cor-
rispondenza punto« storia ¢ tale che eventi con indice di storia
molto diverso siano quasi indipendenti e, al tempo stesso, per molte
funzioni, ad esempio per le funzioni holderiane sulla varieta, & pos-
sibile valutare il tipo di dipendenza da coordinate con indice di
storia grande: si ottiene cosi il seguente teorema [8]:

TEOREMA 2. — La velocitd di mescolamento per le funzioni hélde-
riane definite su una varietd compatta é esponenziale in qualsiasi
sistema dinamico di Anosov (K, o, T) (disereto) su tale varietd.

L’interesse di questo notevole teorema ne trascende il risultato:
il sistema dinamico simbolico (K, o', T') che si costruisce nella dimo-
strazione di questo teorema & infatti un sistema dinamico simbolico
che appartiene ad una classe molto vasta di sistemi dinamici che
¢ ben nota in teoria dei processi stocastici ed in meccanica stati-
stica. Anzi & proprio utilizzando risultati e tecniche della Meccanica
statistica e del Calcolo delle probabilitd che & stato possibile ana-
lizzare e ritenere « semplice » la misura (K, p').
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Senza dunque insistere sulla dimostrazione dei teoremi 1, 2, 3
¢ interessante passare in rassegna aleuni aspetti della teoria dei
processi stocastiei e della Meeccanica statistica che giocano in modo
essenziale nella dimostrazione dei teoremi sopra enunciati.

Ricordo la definizione di un processo stocastico: sia K lo spazio
delle suceessioni #= (x,)'3, #,— 0,1, 2, ..., m —1 riguardato come

+ o0
spazio topologico prodotto K = ] [0, 1, ..., m —1] con la topologia
i=—o00
prodotto delle topologie discrete su ciascun fattore [0, 1, ..., m —1];
un « processo stocastico a m stati e tempo discreto » & una misura
di probabilita di Lebesgue p definita sui Boreliani di K e invariante
per la trasformazione, « traslazione »:

B w)to >,  si=wuy

—oo )

Se si introduce la probabilita
(k) f:((xf}t:) = Py @y|see B_glt_j3P5...) € Ly(p)

che un punto y = (y,)'% scelto a caso fra quelli tali che y,= x;,
i 40, sia tale che y,— @,, si dird che il processo stocastico p ¢ non
singolare se la funzione f ha, in L,(p), un rappresentante continuo e
mai nullo definito su K.

Per semplicita mi limiterd, nel seguito, ai processi stocastici in
cul m=2 (cioé @w;=0,1).

Vale allora un interessante teorema parte di un teorema generale
di struttura che, per brevita, non riporterd (cfr. [9]):

TEOREMA 3. — Se @ ¢ una funzione definita sui sottoinsiemi finiti
(11y voey i) dell’insieme degli interi e tale che

i) @iy, ey i) = Bliy+ 1, ooy is+-1), VI intero,

ii) qu” =§ Z [P0, iy vevy fa)| <+ 00

k=0 i;<,..<ix
¢ se §i pone

exp@, > 3 D(0 815000y t)@y ve 0y,

&k k iii 2)F2) = k=l]i|{...<in: - -
: : ) H(@2) (costanite di normalizzazione)

esiste almeno un processo stocastico p le cui possibilita condizionali (%)
siano date dalla iii).
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E appunto ad una formula del tipo (ssk#) cui si giunge studiando
i processi stocastici che vengono costruiti nel corso della dimostra-
zione del Teorema 3.

Le misure con probabilitd condizionali (k%) della forma (k%)
sono ben note in Meccanica statistica e questo spiega il nome che,
nel Calcolo delle Probabilita, tali processi ricevono: processi di Gibbs.

I processi di Gibbs gono di estremo interesse per le applicazioni
della Fisica e sono stati, e sono, oggetto di intensissimo studio da
parte dei fisici matematici e dei fisici.

I1 problema centrale di interesse sia per i fisici che per i probabi-
listi & quello di dedurre proprietd di mescolamento delle misure di
Gibbs, rispetto all'azione delle traslazioni, in termini di propriets
della funzione @, e si vede bene la relazione fra questo problema
e i problemi di teoria dei sistemi dinamici su varietd prima esa-
minati.

Per dare un’idea di un risultato tipico e classico sia in teoria
delle probabilitd che in Meccanica statistica cito il seguente teorema

TEOREMA 4. — Se esiste x> 0 tale che

D |D(R)| exp [#{diametro( R)}] < + oo
R=0

allora esiste un'unica misura o di Gibbs con potenziale @ ¢ le funzioni
cilindriche su K mescolano con velocitd esponenziale (8, appendice].

B a questo teorema cui, di fatto, si ricorre nella dimostrazione
del teorema 4 sui sistemi di Anosov. Ci si pud aspettare che, per lo
studio delle proprietd di mescolamento di funzioni non hélderiane,
(ovvero per lo studio dei sistemi dinamici pitt generali dei sistemi
di Anosov), ci 8i trovi di fronte in modo naturale, a potenziali che
non sono cosi « buoni» da verificare le ipotesi del Teorema 4.

Im tali easi ci si pud aspettare di tutto: pud accadere che la velo-
citd di mescolamento di funzioni eilindriche non solo non sia pit
esponenziale ma neppure sommabile. Pud accadere che il poten-
ziale @ non caratterizzi la misura di Gibbs che lo genera (ossia che
esistano pii misure di Gibbs con potenziale @). B ancora altre pa-
tologie che probabilmente hanno interesse effettivo per la teoria dei
sistemi dinamici su varietd sebbene, finora, non si abbiano esempi
concreti in cui tali potenziali patologici nascano naturalmente nello
studio di sistemi simbolici associati a sistemi dinamici su varieti.

In ogni ecaso il problema dello studio dei « potenziali a lunga
portata » ossia dei potenziali non verificanti la ipotesi del Teorema 4
e delle relative misure di Gibbs ¢ di grande interesse in sé e per il
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gignificato che ha nel Caleolo delle probabilith e soprattutto nella
Meccaniea statistica.

In proposito i fisici teoriei hanno sviluppato riechissime e sor-
prendenti teorie che prevedono una gran quantitd di risultati che,
sebbene per il matematico siano solo congetture, promettono attra-
verso il loro studio sistematico importanti progressi delle tecniche
e delle idee relative alla teoria matematica dei processi stocastieci.

Per dare un’idea della complessitd della situazione generale e
del grado di raffinatezza a cui pud giungere la teoria degli stati di
Gibbs cito, per finire, il seguente teorema

TEOREMA 6, — Se D(i,j)=—pli—j| 5 1<a<2 ¢ se D(i)=
= zﬁ§11/k~, B, §, k) =0, D, j, k1) =0 ete.

Allora per ff abbastanza grande esistono due stati di Gibbs, [9] alme-
1o, eon potenziale @ ma se f ¢ abbastanza piccolo o se @(i) =20 tfllfk“

lo stato di Gibbs é unico e le funzioni cilindriche mescolano, in
questo caso, con velocita sommabile [12].

Concludo, cosi, questa rassegna rapida di problemi e metodi
comuni alla teoria ergodica, alla teoria qualitativa dei moti su varietd
compatte, alla meccanica statistica di sistemi discreti e alla teoria
delle probabilita.

Tale rassegna non ha aleuna pretesa di completezza neppure
per quanto riguarda la vastitdh dei campi a cui tali tecniche si ap-
plicano. Ho in particolare tralasciato di discutere le applicazioni
alla deserizione degli attrattori in sistemi dinamici generati dai campi
vettoriali definiti su varietda Riemanniane e che hanno interesse
per la teoria delle fluidodinamieg [8,11].
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