Operatore di Liouville e soluzioni statistiche
delle equazioni di Hamilton ().

G. Garvravorti (Roma)

A DArio GRAFFI nel suo 70° compleanno

Sunte. — 8i illustra la relazione fra la teoria dell’operatore di Liouville ed i problemi di esistenza
ed unicitd per le equazioni di Hamillon relative a sistemi classici. Questo problema, motivato
a mezzo di una rapida rassegna di risulloti recenti, viene investigato in dettaglio nel caso di
sistemd liberi.

Questa nota & principalmente un articolo di rapida rassegna di alcune idee e
risultati recentemente apparsi nella letteratura ed & dedicato al prof. DARIO
GRAFFI nel suo 70° compleanno.

La scelta del soggetto & legata ad uno dei moltissimi problemi cui il prof. GRAFFI
ha tanto contribuito (studio delle equazioni della teoria dei fluidi), Egli i & posto
e cimentato con i problemi che sono oggi oggetto di intensa ricerca e quindi li rico-
noscerd, formulati in una diversa veste matematica e pur sempre gli stessi con le
stesse formidabili difficoltd di fondo.

1. ~ Introduzione.

Lo studio della dinamica dei sistemi ad infiniti gradi di libertd & reso interessante
dal fatto che, in generale, non vale un teorema di esistenza ed unicitd per le solu-
zioni delle equazioni del moto.

I/idea fondamentale alla base della teoria qualitativa della dinamica dei sistemi
infiniti sta nella rinuncia a teoremi globali di esistenza ed unicitd e nella ricerca di
tali teoremi per dati iniziali scelti « quasi ovunque » [1].

Bono le applicazioni a suggerire i significati possibili, e interessanti, della locu-
zione ¢ quasi ovunqgue scelti ».

Una delle pilt importanti applicazioni della teoria dei sistemi hamiltoniani in-
finiti dovrebbe essere la comprensione dei fenomeni di avvicinamento all’equilibrio
per sistemi ehe si discostano ¢« poco» da esso (ad esempio solo «localmente »).

(*) Entrata in Redazione il 10 aprile 1975.
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Dunque un requisifo irrinunciabile da richiedere ad un teorema di eveluzione
per sistemi con infinite particelle & che esso permetta di parlare di evoluzione di
misure, sullo spazio delle fasi, che sone assolutamente continue rispetto a misure
stazionarie di Boltzmann-Gibbs (che sono appunto la formalizzazione matematica
della nozione intuitiva di stati localmente perturbati dall’equilibrio).

In altre parole, se K & lo spazio delle fasi, o una misura di Gibbs su Jb eorri-
spondente ad un fissato modello diforze d’interazione, si vuole che per un insieme J&,
di dati iniziali, &,c K e ¢(JC,) ==1, si possano «univecamente risclvere le equazioni
di Hamilton in JC, ed ottenere in tal medo un gruppo di auntomorfismi della misura
(%, 0); ossia un gruppo di trasformazioni di X in sé stesso, definito mod. O, rispetto
a g, e che lascia la misura g invariante (questa proprieta di invarianza corrisponde
al fatto che, essendo ¢ una misura di «equilibrio », deve avvenire che ¢ & invariante
per evoluzione temporale).

La connessione, che & pift che un’analogia formale, con le idee sulle soluzioni
statistiche delle equazioni dell’idredinamica (Hulero, Navier-Stokes, Boltzmann) &
evidente, sebbene, dal punto di vista storice, tali idee si siano sviluppate in modo
indipendente [2].

Allo scopo di precisare meglio la discussione svolta finora esporro, nel paragrafo 2,
un po’ di cinematica dei sistemi infiniti. Nei paragrafi 3, 4, 5 discuterd i risultati
noti sui sistemi unidimensionali ed esaminerd la relazione che intereorre fra le solu-
zioni statistiche di sistemi di (infinite) equazioni di Hamilion e la teoria dell’opera-
tore di Liouville stabilendo la connessione fra Iunicitd delle scluzioni statistiche e
le proprieta funzionali di tale operatore.

Nel paragrafo 6 dimostrerd a titolo illustrativo I’essenziale autoaggiunzione del-
Poperatore di Liouville nel caso di sistemi liberi (gas perfetiti).

2, — Cinematica ed equazioni del meto.

Sia X lo spazio, «spazio delle fasi», delle successioni X = (#,),Z, = (p4, ¢:);, ove
(pi, @) ERIXR? i =1,2,..., tali che in ogni regione finita A c R? cadono solo un
numero finito di punti della successione (g,),>, (« configurazioni localmente finite »).
11 numero intero d > 0 & la « dimensione » del sistema e le ccordinate (g,),2, sono le
« posizioni » delle particelle (p,, ¢;) che compongono la configurazione X=(pi 02
mentre le coordinate (p,),o, sono i-corrispondenti «impulsi». .

Sia m un intero non negativo e sia f'»: B¢ X B? — R una successione, m==0,1,...,
definitivamente nulla di funzioni fo: (R4 x B%™ — R simmetriche e infinitamente dif-
ferenziabili, a supporto compatto nelle variabili (g,),", e limitate da un polinomio

P (|pyl, ey [pwl). Si porra
PX)=2 18
§ex
ove f(8)=f"(s1, ..., $n) 8€ 8= (81, ..., 5n) C X €J(e la serie che definisce F & una
somma finita per ogni X e ).
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L’insiemne U delle funzioni ora definite forma, in un senso naturale, un’algebra
reale con unita.

Se Fe allora F(X) dipende da X eX solo «localmente », ossia esiste A,c R?
tale che F(X)=F(Y) se X, YeX e se X e Y differiscono solo «fuori» di 4, (cioé
solo per le coppie (p, ¢) con gq¢A4,). Diremo che la funzione F & « cilindrica » su A,.
La nozione di cilindricity ha senso per funzioni generali definite su XK.

Se I e allora F(X) & una funzione delle variabili (p,, ¢;)>, che & infinitamente
parzialmente derivabile rispetto a p,, ¢, i=1,2,... e le derivate parziali sono
funzioni cilindriche.

T utile introdurre algebra A delle funzioni cilindriche infinitamente parzial-
mente differenziabili rispette alle coordinate di X = (p,, ¢,)>, e tali che se el
esiste una regione A, c R? sulla quale f & cilindrica ed esistono costanti C‘}’, K‘f,’
1=0,1,... tali che

|011(X) ] < 09 g (max [y}
@edy

ove |0f(X)| indica il massimo delle derivate parziali di ordine ! calcolate in X e
N = numero di coordinate ¢; di X = (p,, ¢,),2, in 4, = numero di punti di X in A ;
inolire K9, 09>0 e K¢ =0 (cio¢ le funzioni di A sono limitate).

Su X si introduce la topologia minima che rende continue le funzioni di ¥ o,
¢i6 che & lo stesso, di 9. Tale topologia non distingue due configurazioni che diffe-
risconc per una permutazione delle particelle che le compongone. Sullo spazio X
delle classi di equivalenza di X rispetto alla relazione X~ 7Y se X & una « permu-
tazione » di Y tale topologia & metrica e, con essa, X diviene uno spazio polacco.

Sia ¢@: R — R una funzione infinitamente differenziabile a supporto compatto
e tale che g{r)= (- 1), Yre R? (« potenziale a due corpi »).

Sara utile, in vista delle applicazioni, supporre ¢ =0 ovvero che ¢ si possa
pensare come somma di due funzioni ¢ e ¢, infinitamente differenziabili e a supporto
compatto e tali che @ (0) >0, @ (r) > 0e ¢, & ditipo positivo (ciod ha trasformata
di Pourier non negativa).

11 sistema di equazioni

dq;

—— T . ; __ 9
= P 7:(0) = q} ,
dpi___ aga 0
at - “,%' aq; (Qi gi) b Pi(O) =P

ove X°= (%, p) 2 X e op[og & il gradiente di ¢ («forza»), pud essere riguar-
dato in modo naturale come problema di evoluzione su ¥ e sard chiamato «sistema
delle equazioni hamiltoniane con potenziale ¢ » sullo spazio XK.

Un problema che ci si pud porre & quello di determinare sottospazi di J€ sui quali
il sistema di equazioni hamiltoniane ammetta soluzioni abbastanza regolari e, con
tali requisiti di regolarita, sia ben posto.
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Un problema pilt naturale ¢ quello dello studio delle soluzioni statistiche delle
equazioni di Hamilton con potenziale ¢ che pongo al modo seguente [1].

Assegnata una classe & (non vuota) di misure boreliane di probabilitd su ¥ tro-
vare, se esiste, un insieme boreliano g tale che

i) o(¥g) =1, Yoe&.

ii) Esista una famiglia di trasformazioni T,: &g —J g tale che se XeXg la
funzione X(t)= T, X risolve le equazioni del moto (ossia, se X() = (pi(t), ¢.(1),,
le funzioni p,(1), q:t), i=1,2,... sono differenziabili e verificano le equazioni del
moto).

iii) La trasformazione T, & boreliana su g ed ha la proprieta di «localita »
seguente:
posto, per fedl

f

2> olg:— q))
(£H)(X) Iixyp 5 Y (X))

S (p. L (x i#i
'Zg:l(pzaQ'i( )+ og; op;
8i ha
7.X)— (X
MEX) 10 ey o

nella metrica di Ly(X, g), YVoe@.

‘iv) per ogni te R la trasformazione boreliana T, trasforma la misura (X, ¢)
in se Yoe@& (ossia ¢ & una misura invariante per evoluzione temporale).

&

Le classi &€ che saranno prese in considerazione in questo lavoro saranno sotto-
insiemi della classe &, delle misure di Gibbs relative a potenziali ¢ del tipo consi-
derato in questo lavoro (¢ misure di equilibrio termodinamico »).

Non sard necessario dare la precisa definizione di misura di Gibbs (che é am-
piamente discussa nella letteratura): sard sufficiente elencarne alcune proprieta
salienti (cfr. §4)[3].

Notiamo che il requisito iv) corrisponde al fatto che c¢i limitiamo allo studio di
soluzioni statistiche rispetto a misure stazionarie. Sarebbe possibile dare una de-
finizione pill generale applicabile anche a famiglie & di misure non stazionarie, ma
non discuterd tale problema in questa sede.

3. — Soluzioni statistiche deboli.

11 problema dell’esistenza di soluzioni statistiche delle equazioni di Hamilton
con potenziale ¢ si pud porre anche al modo seguente, pilt debole di quello « naturale »
esaminato al paragrafo precedente [4].

Dato ¢ge@, studiare se esiste una famiglia 7, di trasformazioni definite, cia-
seuna, mod. O rispetto a ¢ e che lasciano la misura g invariante e tali che la formula

(TONX) =T, X) felslo)
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definisee un gruppo di operatori unitari fortemente continui su L,(J, o) e tali che,
se fedl
() () = Lim JEX) = 1)
t->0 t
in L,(X, 0) ove £ & 'operatore (¢« di Liouville ») definito al paragrafo precedente.

In altre parole si pone il problema di studiare se Poperatore £ definito su ¥ am-
metta estensioni chiuse e generatrici di un gruppo U{#) unitario e moltiplicativo
in L,(X, ¢) (ossia tale che se f, ge L (X, o) allora U,(fg)= (U,f)(U,9) e fortemente
continuo in L,(X, o).

Quest’ultima osservazione segue dal fatto che, se U, ¢ moltiplicativo su L (X, o)
e unitario su Ly(X, ), allora esiste un automorfismo di (X, ), T,, tale che
(U@ F((X)=H(T,X) p-quasi ovunque: infatti &, (vedi pag. 229), & uno spazio polacco
e o una misura boreliana su ¥ e quindi (5, @) & uno spazio di Lebesgue [5], e, negli
spazi di Lebesgue, le trasformazioni U unitarie e moltiplicative su L_ sono in cor-
rispondenza biuniveca con gli automorfismi T della misura via la relazione
(UHX) = f(TX) [5].

E chiaro che se &, e T, ¢ una soluzione forte delle equazioni hamiltoniane
con la proprietd iv) del par. 2 allora 7, & anche una soluzione debole.

Viceversa & naburale dire che il problema delle equazioni di Hamilton per un
sistema con potenziale ¢ ¢ ben posto per uno stato di Gibbs ¢ € &, se esso ammette
un’unica soluzione debole, ossia se esiste un unico gruppo U(t), fortemente con-
tinuo, di unitari in Ly(X, o) e con generatore infinitesimo coincidente, su 9, con
Voperatore L.

11 motivo per cui & naturale dire che il problema delle equazioni di Hamilton &
ben posto per uno stato di Gibbs g se & ben posto in senso debole & da ricercarsi
nel fatto ehe, sembra, tutte le quantitd di interesse fisico, che si sono finora ritenute
utili nello studio del rilassamento all’equilibrio di stati localmente perturbati rispetto
a stati di equilibrio (di Gibbs), si possono esprimere nella forma

[wmnE@ e a
K
ove f,gedl.

L’operatore £, «operatore di Liouville» con potenziale ¢, ha formalmente la
proprietd di essere emisimmetrico in Ly(X, p) (ossia Poperatore — £* prolunga €)
se g & una misura di Gibbs con potenziale g.

Questa emisimmetria pud essere facilmente verificata in modo non rigoroso per
ogni stato di Gibbs, a partire dalla definizione di stato di Gibbs eon potenziale ¢
In molti easi il procedimento non rigoroso pud essere reso rigoroso [6].

Nei casi in eui si pud effettivamente verificare emisimmetria in L,(X, o) del-
Poperatore £ definito su §f, una condizione sufficiente affinché il problema dinamico
sia ben posto rispetto allo stato ¢ & che Voperatore € sia essenzialmente emiauto-
aggiunto su 9 (ossia la chiusura £ di £ sia tale che £* = — £).
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Questo criterio & immediata conseguenza del seguente teorema [4]:

TEOREMA. — Sia Poperatore £ un operatore essenzialmente emiautoaggiunto su
un’algebra W c L (K, ¢) ove (K, ¢) & una misura di Lebesgue; se £ ha la proprietd
(¢« di derivazione »):

L(fg) = H(Lg) + 9(Lf)

esiste una famiglia di automorfismi mod. 0, T,, t € B, di (X, g) tali che

(exp [L41f} (@) = f(T, X) .

La condizione di essenziale emiautoaggiunzione di £ & solo una condizione suffi-
ciente a che il problema delle soluzioni statistiche deboli per uno stato pe @,
sia ben posto: non si puod, infatti, a priori escludere che, pur non essendo £ essenzial-
mente emiautoaggiunto su 9, esista un’unica estensione emiautoaggiunta di £ che
genera un gruppo fortemente continuo e moltiplicativo di unitari.

La discussione di questo paragrafo, e dei precedenti, dovrebbe chiarire il motivo
per cui ci si pone il problema della emiautoaggiunzione dell’operatore £ e percheé
& importante verificare, in qualche esempio, 'equivalenza del problema della essen-
ziale emiautoaggiunzione di £ e quello della «buona posizione » del problema del-
Vesistenza delle soluzioni statistiche deboli delle equazioni del moto.

Mi occuperd di questa verifica nel caso semplice in cui ¢ = 0 nel paragrafo 5:
tale caso & «banale » ma la dimostrazione é interessante perché mostra chiaramente
quali sono le informazioni che mancano, nei casi in cni @30, per il raggiungi-
mento di analoghe conelusioni. E possibile dare una dimostrazione molto pitt semplice
di quella che segue [8], che perd non pone in luce le vere difficolts del caso generale,

Nel prossimo paragrafo esporrd alcuni risultati noti circa Pesistenza in senso
forte di soluzioni statistiche delle equazioni del moto.

4. — Seluzioni statistiche forti.

Come gia detto non descriverd in dettaglio la definizione di misura di Gibbs,
ma ne enumererd alcune importanti proprietd che saranno utili nel seguito.

Considererd in dettaglio il caso unidimensionale, per semplicita.

Sia £eR e poniamo log,&=1log(]5|Ve) oveaVf=max(x, f), «, f€[0, 4 o).

Se 4> 0 definiamo

[pi]

0 =Xk, X= o g, pl=swp Bl <t oo,
o 1g. g
numero di ¢; tali che [¢g;— &) <!
lg} = sup sup ( ! oY o—f] )<+<><>, !q!\/lp!<5}-
R 121g+8)

L’insieme J6;c K pud essere visualizzato come lo spazio delle X et tali che
la velocitd di una particella di X a distanza |g| dall’origine non supera ¢1g|q| e la
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densita nell’intorno di & non supera dlogé e, al tempo stesso, su intorni di £ ab-
bastanza grandi non supera & {« densitd media limitata da 6 con fluttuazioni che

crescono al pilt logaritmicamente allontanandosi dall’origine »).
< +oo

Se Xe aU ¥, = X la densitd del punti di X e le loro velocitd crescono « modera-
>1

tamente » e con «fluttuazioni moderate » man mano che ci si allontana dall’origine.
La proprietd fondamentale delle misure di Gibbs con potenziale ¢ é, nel caso
d =1, la seguente [1]:

LeMMA, - Se ge&, esiste una costante Cp>0 tale che

Inoltre 9 & densa in Ly}, ¢) nella norma di L,(3, o) e (X, ¢) & una misura non
atomica di Lebesgue. Un lemma analogo vale nel caso d> 1.

L’interesse degli spazi 5 sopra introdotti e la loro rilevanza per il problema delle
soluzioni statistiche in senso forte (con & =@&,) delle equazioni di Hamilton sta nel
seguente teorema di LANFORD [1]:

TEOREMA, — Se X 636369 JCs esiste ed & unica wna soluzione X(f) delle equa-
1

zioni del moto con potenzialeip e dato iniziale X(0) == X e tale che VI >0 esiste J,
tale che X(1)ed, , [t|<T. Si pone X(¢)= T,X, t€(— oo, 4 o). Tale soluzione ha
la proprietd che la trasformazione T,: 3 — & & una applicazione boreliana di J€ in
s¢ che € un automorfismo, mod. 0, della misura (K, o), inoltre T, & continua su ¥s,
Vé>1.

11 dominio del generatore infinitesimo del gruppe fortemente continuo di uni-
tari in Ls(X, p) definito da:

(V) X)) = {(T.X)

contiene Y e, su Y, coincide con Voperatore di Liouville (di cui &, dunque, una
estensione emiautoaggiunta).

Questo teorema mostra che, per sistemi unidimensionali interagenti con poten-
ziale a due corpi ¢ (del tipo considerato in questo articolo), vale un teorema di esi-
stenza per le equazioni di Hamilton in senso statistico forte per la classe &, delle
misure di Gibbs.

Nel caso d>2 vale un teorema di esistenza di soluzioni statistiche in senso forte
per le equazioni del moto. Tale teorema e perd, nella sua forma attuale, molto pilt
debole di guello valido per d =1 in quanto la classe & va, in guesto caso, scelta
consistente di un unico elemento g€ @, . In altri termini fissato g€ &, esiste uno
spazio J,c ¥, dipendente da o, in cui vale il teorema di esistenza e, sotto oppor-
tune ipotesi di regolaritd, di unicitd per le soluzioni delle equazioni del moto.
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I teoremi di esistenza e unicitd ora menzionati per soluzioni statistiche forti si
possono riguardare come teoremi di esistenza per soluzioni statistiche deboli ma
non come teoremi di unicitd per tali soluzioni. Il problema dell’unicitd in senso
debole sembra essere un problema molto interessante anche dal punto di vista delle
applicazioni.

5. — 11 gas libero.

L’unico caso in cui é attualmente possibile concretizzare pienamente le conside-
razioni dei paragrafi precedenti & il caso del gas libero.

Le misure di Gibbs associate al potenziale ¢ = 0 si deserivono molto semplice-
mente in termini di due parametri positivi z e § e delle misure degli insiemi

AnD)={X|Xse Dc(R*xR%}

ove: X4==insieme delle coppie (p, q) & X tali che g€, & un aperto limitato di R¢
e $>0 & un intero e D un boreliano di (R?xA)*; si pone (R?XA)° = {04} = insieme
delle Xe K tali che X, = 0.

Si ha, se |4|= volume di A:

0(44(D)) fdpl dpsdgl dqszS~(;1 exp\[/ﬂgjgi/z )e xp [—2[4]

se $%0 e, se §=0:
0({04}) = exp (—2]4))

{« distribuzione di Poisson sulle ¢ e di Maxwell sulle p »). Consideriamo, per sem-
plicita, il caso d=1.
La trasformazione T,: 30 — X

X) = {pm qz 1=1 = {p, tp, -+ q'z)1m1 se X =(p,, Qi)iiol

& definita VX e ove =U3, & linsieme di configurazioni introdotto nel para-
grafo precedente. "=

B facile vedere che g & invariante rispetto alla trasformazione T';, Vi€ (— oo, -}- 00),
e che T, definisce un gruppo fortemente continuo in L,(X, o) di unitari (U(@#))(X)=
=f(T X) il eui genemtore £ & un operatore emiautoaggiunto il cui dominio con-
tiene 9 e che, su 91, coincide con ’operatore di Liouville

D= Zpl () se X=(poa)Eek o jell.
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Per dimostrare che Poperatore £ & essenzialmente emiautoaggiunto su 9 si pud ri-
correre al seguente criterio [7].

PROPOSIZIONE. — Sia U(t) = exp £t un semigruppo fortemente continuo di uni-
tari su uno spazio di Hilbert £ e sia % una varieta lineare densa in $.

L’operatore £, restrizione di ¥ ad 9, & essenzialmente emiautoaggiunto se i vet-
tori in U(f) appartengono al dominio della chiusura di £, Vie R.

Sia dunque fedl: occorrerd mostrare che la funzione f{(7,X)edominio della chiu-
sura di £.

Se fel esiste un intervallo finito A= (— 1, 1) tale che, se due configurazioni
X, YeX differiscono solo «fuori di A » ossia solo per le coppie (p, ¢) con g¢, si
ha f(X) = f{(¥).

Poniamo A, = (—=n,n) e

FolX) = H(T X))

ove X, denota V’ingieme delle coppie (p,q)e X tali che ge A ¢ f(Tt(XAn)) & defi-
nita come il valore di f su un qualunque elemento di X che coincide con T'(X4)
all'interno di 4 e T(X, ) ¢ definito similmente a 7,(X).

Sia 6,: R — R una funzione non negativa infinitamente differenziabile con sup-
porto in [—e/2,¢/2] ed area unitaria.

Se X = (p,, ), €X e se (8)2, €] [—¢/2,¢/2] poniamo X+ 6= (p,,¢,+9.)2,€XKe

=1
=1

o) = [7X + ) TT (6.8 4, .

R facile vedere che f&*e.
Faremo ora vedere che

) = [T X + ) T 00) ab, = lim (£78)(X)

=1 f—>c0

& nel dominio della chiusura £ di €.

A tale scopo si osservi che se X¢3 , XeX  allora X+ 0¢XK,,
ove 0 <<a<C1 & una opportuna costante positiva [1].

Quindi il numero di punti di T,((X -+ 6)4.) che nel tempo intercorrente fra 0 e ¢
penetra nell’intervallo A & maggiorato da (cfr. il teorema del §4):

X4 0eX, -,

N.= C(t)s?
inoltre tali punti hanno una velocith massima maggiorata da
V,= C(t)s?

ove C(f) & un’opportuna costante (invece di s? si potrebbe avere, in queste stime,
slog, (slog,s)).
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1 allora facile vedere che, se X ¢J, e X,

AN < [10.] 1 [l Ot s -

Daltra parte o(¥,,\JC,) < U,/s* ed & evidente che, se X eI = U £,:

1=s

lim (£f2)( —f(s:f fo+é)ne

in senso puntuale. Quindi si deduce, per il teorema di convergenza dominata, che il
limn )Z;fﬁ‘ ha luogo anche in L,. Poiché, per il teorema di convergenza dominata,

L oacad==d
lim f% = f* in L, si deduce che f* & nel dominio di £ e

n-—> o0

— ©0 6 )
(&9 (0 = 3 pe 200 = [enizicx + o) Tow)

Una ulteriore applicazione del teorema di eonvergenza dominata consentira di af-

fermare che lim f*(X)=f(7,X) in L, e lim (£f*)(X)= (£f)(T,X) in L, e quindi dira
&0 &0

che (U(#)f)(X)=f(T.X) & nel dominio di € e £(U 7) = U@)(Lf), concludendo la

dimostrazione.

Poicheé le convergenze di f(X) e £f%*(X) ad f(T.X) e LT, X) sono evidenti per
ogni XeX = U ¥, occorre solo dare una stima della grandezza di (Ef%)(X) per
s=1
Xek,, XeX,.
In base alle ipotesi fatte sulle funzioni di N e alle stime di N . eV, prima discusse

¢ chiaro che
(€ )(X)| < VEH N, 00 (V)5

ove C e K sono le costanti associate a f e4l.
Poiche YC >0, g>0 la funzione F(X)=0s’, se XeX, XK, ¢ in L (X, o),
Vp>1, p < oo, siamo effettivamente nelle ipotesi del teorema di convergenza dominata.

6. — Conclusioni.

In questo lavoro si sono discusse le equazioni di Hamilton con particolare riguardo
alle soluzioni statistiche rispetto a classi di misure stazionarie. Si & messa in luce
da questo punto di vista, la mancanza di un teorema di unicitdh soddisfacente in
apparente contrasto con le affermarzioni di esistenza ed unicitd che si trovano nella
letteratura.

In realtd, come & stato pit volte sottolineato dagli stessi autori dei teoremi in
questione, si tratta di teoremi di esistenza ed unicitd insoddisfacenti perché validi
per soluzioni soggette ad eccessivi requisiti di regolarita [1].
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Questa situazione che si presenta per le equazioni di Hamilton dovrebbe pre-
sentarsi anche per le equazioni «pitt semplici» che ne sono ¢conseguenza» quali
le equazioni di Boltzmann, di Navier-Stokes, di Eulero e sarebbe interegsante stu-
diare se anche per queste equazioni ei gia la possibilita di una simile intricata rela-
zione fra teoremi di esistenza e unicitd e condizioni di regolarita, almeno per quanto
riguarda le soluzioni statistiche rispetto ad opportune misure stazionarie.

Tale problema sembra aperto perfino nei casi in cui si hanno teoremi di esistenza
e nuniecita (cioe, ad es. « equazione di Boltzmann omogenea » 0 «equazione di Navier-
Stokes bidimensionale »).

I’esempio del gas perfetto mosira come, in un caso in cui si pensa che «tutto »
sia noto, sia effettivamente possibile mostrare I’equivalenza fra esistenza e unicitd
in senso statistico debole (rispetto a certe classi di misure stazionarie) e le proprieta
di autoaggiunzione di un certo operatore lineare.

®* %k %
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