
Operatore di Liouville e soluzioni statistiche 
delle equazioni di Hamilton (*) 

G. GALLAVOTTI (Roma)  

A DAXlO GI~AFFI nel SilO 70 ° Colnpleanno 

S u n t o .  - Si illustra la relazione # a  la teoria dell' operatore di I~iouville ed i problemi di esistenza 
ed ~nieitd per te equazioni di Hamilton relative a sistemi cla~siei. Questo problema, motivato 
a mezzo di una rapida rassegna di risultati reeenti, vie~e investigato in dettaglio ~el easo di 
sisSemi liberi. 

Ques ta  no ta  ~ pr ine ipa lmente  un  art icolo di rap ida  rassegna di ulcune idee e 

r isul ta t i  r eeen temen te  appars i  nella l e t t e r a t u r a  ed ~ dedieato ~1 prof.  DAI~IO 

GRAFFI nel  silo 70 ° compleanno.  

I~a scel ta  del sogget to  ~ legata  ad uno dei mol t iss imi  p rob lemi  eui il prof .  G~AFFI 
ha  t an to  eontr ibui to  (studio delle equazioni  della teori~ dei fluidi). Egli  si 6 posto  

e c imen ta to  con i p rob lemi  che sono oggi ogget to  di in tensa  r icerca e quindi  li rico- 
noscer~, formul~t i  in u n a  d iversa  ves te  m a t e m a t i c a  e p u t  sempre  gli stessi  con le 

stesse formidabi l i  difficolt~ di fondo. 

1 .  - I n t r o d u z i o n e .  

Lo studio della d inamica  dei s is temi  ad  infiniti  gradi  di l ibert~ ~ reso in te ressante  
dal  f a t to  che, in generale ,  non  vale  un  t e o r e m a  di es is tenza ed unicit~ per  le solu- 

zioni delle equ~zioni del moto .  
12idea fondamen ta l e  alla base  della teori~ qua l i ta t iva  della dinamic~ dei s is temi 

iniinit i  s ta  nella r inuncia  a t eo remi  globali  di es is tenza ed unici t~ e nella r ieerca di 
tal l  t eo remi  per  dat i  iniziali scelti (, quasi  ovunque  ~> [1]. 

Sono le applicazioni  a suggerire i signifie~ti possibili, e interessant i ,  della locu- 

zione ~ quasi  ovunque  scelti ,. 
Un~ delle pill i m p o r t a n t i  applic~zioni della teor ia  dei s is temi hami l ton ian i  in- 

finiti dovrebbe  essere la comprens ione  dei fenomeni  di avv ic inamen to  alrequi l ibr io  

pe r  s is temi  che si discostano (( poeo ~> da  esso (~d esempio solo (, loca lmente  ~>). 

(*) Entrata in Redazione il 10 alarile 1975. 
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Dunque  un  requis i te  irr innneiabile da r iehiedere ad un  teorem~ di evoluzione 
per sistemi con infinite p~rticelle ~ che es~o permet t~  di p~rla.re di evoluzione di 
misure,  sullo spa zio delle fasi, che sono asse lu tamente  cont inue r ispet to  ~ misure 
st~zionarie di Bol tzmann-Gibbs  (che sono ~10punto 1~ ~orm~]izzaziene matem~tie~ 
della nozione in tu i t iva  di st~ti locMmente per turb~t i  dall 'equilibrio). 

In  a l t re  parol% se K ~ lo sp~zio delle f~si, ~ una  misnr~ di Gibbs s u / E  corri- 
sponden~e ~d a n  fissure modello di forze d ' interazione,  si vuole ehe per  un  insieme J¢e 
di d~ti iniziali, JEe c K e 9(Je~) =- 1, si poss~no ~ univoc~mente  risolvere le equazieni  
di Hami l ton  in J¢~ ed o t tenere  in t~l medo un  gruppo di automorfismi della misura 
(JS, 9); ossi~ un  gruppo di tr~sform~zioni di ~ in s~ stesso, definite rood. 0, r i spet to  

~, e ehe lascia la misur~ ~ invar iante  (questa propr ie t£  di inv~rianz~ corrisponde 
al fa t to  che, essendo ~ un~ misur~ di ~ equiIibrio ~, deYe ~w~enire che ~ ~ invaria.nte 

per  evo]uzione temperale) .  
~ connessione, che ~ pitt che un'~na, logi~ ~orm~le, con le idee sulle soluzioni 

s tat is t iehe delle equa.zioni del l ' idrodinamica (Eulero, N~vier-Stokes, Boltzm~nn) 
evidente ,  sebbene, da,1 pun to  di ~,ista. storieo, t~li idee si siano svilnpp~te in mode  

ind ipendente  [2]. 
Allo scope di precisare meglio la discnssione svolta finora esporrb, nel paragrafo 2, 

un  po'  di c inematica dei sistemi infiniti. Nei paragrafi  3, 4, 5 diseuterb i r isul tat i  
not i  sui sistemi unidimensionali  ed esaminerb la re]azione che intercorre  fra le solu- 
zioni sta~istiche di sistemi di (infinite) equazioni di Hami l ton  e la teer ia  dell'oiaera- 
tore  di Liouville stabilendo la eonnessiene fra  l 'unicit~ delle soluzioni stat is t iehe e 

le propriet/~ funzionali  di ta le  operatore .  
Nel paragraio 6 dimostrerb a t i tolo i l lustrat ive l 'essenziale autoaggiunziene del- 

l 'opera tore  di IAouville nel  ease di sistemi Iiberi (gas perfet t i ) .  

2. - C i n e m a t i c a  ed equaz ion i  del  m o t o .  

Si~ ~ to sp~zio, (~ sp~zio delle fa.si ,>, delle sueeessieni X = (x~)~ 1 = (p~, g~)~:l eve 
(p~, q ~ ) e R ~ × R  ~ i =  1, 2, . . . ,  tal i  che in ogni regione f ini ta  A c R ~ eadono solo un  
numero  finite di launti della successione (q~)~ (<~ configurazioni loc~lmente finite ~>). 

¢0  I1 numero  intero d > 0 ~ ls (~ dimensione ,> del sistema e le coordinate  (q~)~=~ sono le 
~ posizioni ~> delle p~rticelle (p~, q~) ehe eompongono 1~ eonfigurazione X : (P i, q~)~=~, 

c~  

m ent r e  le ceerdina te  (p~)~=~ seno i corrispondenti  ~ impulsi ~>. 
Sia m nn intero non negat ive  e si~ fl~): R ~ × R  ~ -->R un~ successiene, m =  0, 1, . . . ,  

def ini t ivamente  nnlt~ di funzioni f~"): (R ~ ×/~)~--> R s immetr iehe e inf ini tamente dif- 
ferenziabili ,  ~ supper to  eompat to  nelle vari~bili (q~)~=~ e l imitate  da un polinomio 

. . . ,  s i  

,gcX 

eve J(S): f l '~)(s l ,  ..., s,,) se S=--(sl, . . . ,  s , ~ ) c X ~ ( e  la serie ehe definisee 2U ~ una  

somm~ finita per  egni X eiE).  
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L ' ins i eme  ?l delle funzioni  or~ definite formu,  in un  senso na tura le ,  un 'u lgebru 

reule con nni t~.  
Se F e g ~  alloru F(X)  dipende du X e J ~  solo ((loc~lmente }h ossia esiste A r c R  ~ 

ta, l e c h e  F(X)  = F ( Y )  se X,  Y e J~ e se X e I~ differiscono solo <( fuori  }) di A~ (cio6 

solo per  le coppie (p, q) con qe}A,).  Diremo e h e l a  funzione 2 '  6 (~ cilindricu ~> su A~. 
~ nozione di eilindricit~ ha  senso per  funzioni  generat i  definite su J~. 

Se F ~9~ allora F(X)  6 un~ funzione delle v~riubili  (p, ,  q~),~ che 6 inI ini t~mente  

t)~rzialmente der ivabi le  r i spe t to  ~ p , ,  q,, i - -~1 ,2 ,  ... e le der iv~te  parziat i  sono 

fnnzioni  cilindriche. 
]~ uti le in t rodur re  l 'a lgebru ~ delle funzioni  cil indriche inf in i tamente  pa~zial- 

m e n t e  differenziabili  r i spe t to  alle coordinute  di X =  (p,,  q,),=~ e tali  c h c s e  ] ~  
esiste un~ regione A~ c R ~ sul]~ quMe [ 6 cilindrica ed esistono costunt i  ~,~(*) ~ h  "(' 

1 ~ 0, 1, ... tal i  che 

f < 
qtM~ 

ore I~](X)t indica it mass imo  delle der iva te  parzial i  di ordine 1 calcolute in X e 
N =: num ero  di coordinate  q~ di X -~ (p~, q~)~=~ in A~ -~ numero  di pnn t i  di X in Af; 

inol t re  ~ )  (~)- " K (°) C t ~ ,  e == 0 (cio~ le funzioni  di ~ sono l imita te) .  
~ f ?  f 

Su J~ si in t roduce  ]u topologia  m i n i m a  che rende  cont inue  le funzioni di 9A o, 
cib che ~ lo stess% di ~ .  Tale  topologia  non dis t ingue due configurazioni che diffe- 
riscono per  una  pe rmutaz ione  delle part icel le  che le compongono.  Snllo spazio J~ 
delte classi di equi~atenza di J5 r i spe t to  all~ relazione X--~ 17 se X ~ una  ((permu- 
taz ione  ~> di Y ta.le topologia  ~ me t r i c s  e, con essa, J5 diviene uno spazio polacco. 

Sia ~: R~-~  R ~ una  funzione in f in i tamente  differenziabile a suppor to  compa t to  

e ta le  che ~(r) -~ ~(--  r), Vr ~ R ~ (~ potenzia le  a due corpi )>). 
Sar~ utile,  in v i s t a  delle applicazioni,  supporre  ~ ~ 0 ovvero  che ~ si possa  

pensa re  come s o m m a  di due funzioni q+ e ¢~ inf in i tamente  differenziabili e ~ suppor to  
eompa t to  e tali che q+(0) > 0, ~+(r) >~ 0 e ¢+ 6 di t ipo posi t ivo (cio~ ha  t r a s f o r m a t a  

di Four ie r  non negat iva) .  
I1 s i s t ema  di equazioni  

dqi 
dt - - P i  , qi(O) = qO , 

dp~ j ~  ~qi p~(O) p~ , 
d--[ = - -  ( q ~ - -  q j )  ' = 

o r e  X ° (q~, o = p~)~=l~J5 e ~q~/~q ~ il g rad ien te  di q~ (<<forza~>), pub  essere r iguar-  

da to  in modo  na t~ra le  come p rob l ema  di evoluzione su J~ e sar~ ch iamato  <~ s i s tema 

delle equazioni  hami l ton iane  con potenzia le  cf ~> sullo spazio J~. 
Un  prob lem~ che ci si pub  por te  ~ quello di de t e rmina re  sot tospazi  di JC sui qua]i 

il s i s tema di equazioni  hami l ton iane  a m m e t t a  soluzioni a b b a s t a n z a  regolari  e, con 

tal l  requis i t i  di regol~rit~, sia ben  posto .  
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Un problema pifi naturale  ~ quello dello studio delle soluzioni statist iche delle 
equuzioni di Hami l ton  con potenziale ~ che pongo al modo seguente [1]. 

Assegnata una classe ~ (non vuota) di misure boreliane di probabilit~ su JC tro- 
rare ,  se esiste, un  insieme boreliano ~ tale che 

i) q ( ; E ~ ) : I ,  V ~ e ~ .  

ii) Esis ta  una  famiglia di t rasformazioni  T,: ;E~-+;E~ tale ehe se X~JC~ la 
funzione X(t) T t X  risolve le equazioni del moto (ossi~, se X(t) (pi(t), qt( ))i=~ 
le funzioni pi(t), qt(t), i = 1, 2, ... sono differenziabili e verificano le equazioni del 
moto).  

iii) La  trasformazione T~ ~ boreliana su J~e ed ha  la propriet~ di ((loealit~ 
seguente: 
posto, per ] e ~  

(2t)(x) = ~ Ip,~Z:~ (x) + ~=~ ~ q~ ~qt ~Pi (X) ) 
si ha  

I(T,X) - l(x) 
t (21)(x) ~ o 

nella metricu di L2(J~ , 0), V ~ e ~ .  

i v )  per ogni t ~ R  1~ trasformazione borelian~ T~ trusform~ la misura (J~, ~) 
in se V~ e ~  (ossia ~ ~ una misttr~ invariante  per evoluzione temporale). 

Le classi ~ che s~r~nno prese in eonsideruzione in questo lavoro saranno sotto- 
insiemi della cla, sse ~g delle misure di Gibbs relative a potenziali ~0 del tipo consi- 
derato in questo lavoro ((~ misure di equilibrio termodinamico ~)). 

Non sar~ necessario dare la preeisa definizione di misura di Gibbs (che ~ am- 
piamente  discussa nella le t teratura) :  sar£ sufficiente elenc~rne aleune propriet~ 
salienti (cfr. § 4)[3]. 

Notiamo che il requisito iv) corrisponde al fa t to  che ci l imit iamo ~11o studio di 
soluzioni stutistiche rispetto a misure stazionarie. Sarebbe possibile dare una de- 
finizione pifi generale applieabile anche ~ famiglie ~ di misure non stazionari% ma 
non discuterb tale problema in questa  sede. 

3.  - S o l u z i o n i  s tat i s t iche  debol i .  

I1 problema de11'esistenza di soluzioni statist iche delle equazioni di Hamil ton  
con potenziale ~0 si pub porte  anche al modo seguente, pifi debole di quello (~ n~turale ~) 
esaminato al paragrafo 9recedente [4]. 

Dato Q ~ g  studi~re se esiste una  famiglia T~ di trasformazioni definite, ci~- 
scun~, rood. 0 r ispetto a ~ e che lasci~no la misur~ ~ invariante  e tal l  che la formul~ 

(~(t) t ) (x)  = l(2',.x) leL~(~) 
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defillisce un  gruppo di operutor i  un i ta r i  fo r t emen te  continui  su L~(J~, ~) e tali  che, 
se ] c ~  

(C])(X) = l im ](TtX) -- ](X) 
wo t 

in L~(J~, ~) ove £ ~ l 'opera tore  ((~ di Liouville ))) definito al puragrafo preeedente.  
I n  a l t re  parole si pone il problemu di s tudiare  se l 'opera tore  £ definito su ~ am- 

m e t tu  estensioni chiuse e generatr ici  di un  gruppo U(t) uni tar io  e molt ipl icat ivo 
ill L~(J~, ~) (ossia ta le  c h e s e  ], geLo~(J~, ~) ulloru Ut(]g)~ (Ut])(Utg)) e fo r t emen te  
eont inuo in L~(JS, ~). 

Ques t 'u l t imu osservazione seglle dal  f a t to  che, se Ut ~ moltiplic~tivo su L~(J~, ~) 
e uni tar io  su L~(JS, ~), alloru esiste nn  automorf ismo di (J~, ~)~ Tt, t~le che 
(U(t) ]((X)-----](TtX ) Q-quusi ovunque:  infa t t i  J~, (vedi pug. 229), b uno spazio polucco 
e ~ una  misura boreliuna su J~ e quindi  (J~, ~) ~ uno spazio di Lebesgue [5], e, negli 
spazi di I~ebesgale, le t rasformuzioni  U uni tur ie  e molt ipl icat ive su JS~ sono in cor- 
r ispondenzu biunivocu con gli uutomorfismi T della misura via la relazione 
(Vt)(X)  = ](TX) [5]. 

]~ chiuro ehe se ~ e ~  e Tt ~ unu sohlzione for te  delle equazioni hamil toniane  
con la propr ie t~ iv) del par .  2 alloru T~ ~ anche una  soluzione debole. 

Viceversa ~ nuturale  dire the  il problem a del]e equuzioni di Hami l ton  per un  
s is tema con potenziale  9 ~ ben posto per uno stuto di Gibbs ~ e ~ se esso u mme t t e  
un 'unica  soluzione debole, ossia se esiste a n  ~_nico gruppo U(t), fo r t emen te  con- 
t imlo, di unita¢i ill L~(J~, ~) e con generatore  infinitesimo coineidente,  su 9~, con 
l 'opera tore  £. 

I1 mot ivo  per  cui ~ natura le  dire che il problem~ delle equazioni di Hami l ton  
ben posto per uno s ta to  di Gibbs ~ se ~ ben posto in senso debole ~ du rieercarsi 
nel fat.to che, sembra,  t u t t e  le quant i t£  di interesse fisico, che si sono finora r i tenll te  
utili  nello studio del r i lassamento all 'equilibrio di s ta t i  loeulmente per turbut i  r ispet to 
a s tat i  di equilibrio (di Gibbs), si possono esprimere nella forma 

f ( u (t) i)(X)g( x)  de 
.K 

o r e  ], g e ~ .  
L 'ope ra to re  ~, ~ opera tore  di Liouville • con potenziale 9, ha fo rmalmente  la 

propr ie t£  di essere emisimmetr ico in L2(J~, ~) (ossia l 'opera tore  - - £ *  prolunga £) 
me ~ ~ una  misura  di Gibbs con potenziale  9. 

Questa  emis immetr ia  pub essere faei lmente  verificata in modo non rigoroso per 
ogni s ta to  di Gibbs, a par t i re  dalla definiziolle di s tuto di Gibbs con potenziale  
I n  mol t i  casi il procedimento  non rigoroso pub essere reso rigoroso [6]. 

~e i  easi in eui si pub ef fe t t ivumente  verifieare l ' emis immetr ia  in JS~(J~, ~) del- 
l 'operutore  £ definito su ~ ,  nna  condizione suffieiente affinchg il problema dinumico 
sin bell posto r ispet to  allo s ta to  ~ g che l 'opera tore  £ sin essenziulmente emiuuto- 
aggiunto su ~ (ossiu lu ehillsura £ di £ sin ta le  che £* = --  £). 
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Questo criterio ~ immedia ta  consegaenza del seguente teorema [4]: 

T:EOI~EMA. - -  Sin l 'operatore ~ un operatore essenzialmente emiautoaggiunto su 
un 'algebra ~cL~(J~, ~) ore  (~,  ~) ~ una  misura di Lebesgue; se ~ ha la propriet~ 
((~ di derivazione >>): 

~(]g) = ](~g) + g(~]) 

esiste ttna famiglia di automorfismi rood. O, T,, t ~ R~ di (J~, ~) tall  che 

(exp 

I~a condizione di essenziale emiaatoaggiunzione d i g  ~ solo una  condizione saffi- 
ciente a c h e  il problema delle soluzioni stat ist iche debo]i per uno stato ~ e ~ 
sin ben posto: non si pub, infat t i ,  a priori escludere che, pur non essendo g essenzial- 
mente  emiautoaggiunto su ~ ,  esista un 'unica  estensione emiautoaggiunta di ~ che 
genera an  gruppo for temente  continuo e moltiplieativo di unitari .  

La  discussione di questo p~ragr~fo, e dei precedenti,  dovrebbe ehiarire il motivo 
per cui ci si pone il problema della emiuutoaggiunzione dell 'oper~tore £ e perch~ 

impor tante  verificure, in quulche esempio, l 'equivalenza del problema della essen- 
ziale emiautoaggiunzione di ~ e quello della (, buona posizione )~ del problema del- 
l 'esistenza delle soluzioni stat ist iche deboli delle equazioni del moto. 

Mi oceuperb di questa verifica nel easo semplice in c~i ~-----0 nel paragrafo 5: 
tale caso ~ (( banale ~) ma  la dimostrazione ~ interessante perch~ mos~r~ ehiaramente 
quali sono le informazioni che maneano,  nei casi ~n cai ~0¢0,  per il raggiungi- 
mento di anuloghe conelusioni. ]~ possibile dare una 4imostrazione molto pifl semplice 
di quella che segue [8], ehe per6 non pone in luce le vere difficolt~ del easo generule. 

:Nel prossimo paragrafo esporrb alcuni risnlta, ti  noti  circa l 'esistenz~ in senso 
forte di soluzioni stat ist iche delle equazioni del moto. 

4.  - S o l u z i o n i  s ta t i s t i che  fort i .  

Come gi~ det to  non descriverb in dettaglio la definizione di misur~ di Gibbs, 
m a n e  enumererb ~Icune impor tant i  propriet~ che saranno utili  nel seguito. 

Considererb in dettaglio il caso unidimension~le, per semplicit~. 
Sia ~ E R  e poniamo l o g + ~ : l o g ( l ~ t V e  ) ove aVfl --= max  (a, fl), a, f ie[0 ,  ~ - ~ ) .  
Se ~ > 0 definiamo 

= lxfxex , x =  (p,, Ip l=  sup, lp I , < +  
t 

lqI-~sup sup (numero  d i q j  t a l i c h e  ' q ~ - - ~ l ~ ! ) ~ _ ~ ,  [ql\/JpJ~5}. 

L'insieme ~ c J f i  pub essere visualizzato come 1o spazio delle X e J~ t~li che 
la velocit~ di una  particella di X a distanza ]q] dall 'origine non supera 5lgtq I e la 



G. GALLAVOTTI: Operatore di Liouville~ eec. 233 

densi t£  ne l l ' in torno  di ~ non supera  ~ log~ e, al t e m p o  stesso, su in torni  di ~ ab- 
bas t anza  grandi  non supera  ~ (<( densi t~ med ia  l imi ta t~  da  (~ con f lut tnazioni  che 
crescono ul pifi l oga r i tmicamen te  a l lon tanandos i  dal l 'or igine ~>). 

<:+oo 

Se X ~ U ~ ~ ~ la densit~ dei pun t i  di X e le loro veloeit£ crescono (( modera -  
~>1 

t a m e n t e  ~ e con ~ f lut tuazioni  mode ra t e  ~ m a n  mano  che ci si a l lon tana  dall 'origine.  

Lu propr ie t~  fondamen ta l e  delle misure  di Gibbs con potenziule q) ~, nel caso 
d = 1, l~ seguente  [1 ]: 

LEMMA. -- Se ~ @ ~ a  esiste u n a  cos tan te  C~ > 0 ta le  che 

Ino l t r e  C~ 6 densa  in L~(J~, ~) nell~ n o r m a  di La(JL, ¢) e (J~ ¢) 6 una  misura  non 
a tomica  di Lebesgue.  Un l e m m a  analogo vale  nel caso d > 1. 

L~interesse degli spa.zi J~0 sopra  in t rodo t t i  e lu loro ri lev~nzn per  il p rob l ema  delle 
soluzioni s ta t i s t iehe  in senso for te  (con ® ~ -~g )  delle equazioni  di H a m i l t o n  s ta  nel 
seguente  t eo r em a  di I~AI~FORD [i]: 

TEOnEZ~A. - Se X ~ J g  = U 3g~ esiste ed ~ unica  una  soluzione X(t) delle equa- 
~ 1  

zioni del moto  con potenziale  ~0 e da to  iniziale X(0) ~ X e tale  che VT > 0 esiste 6~ 
tale  che X ( t ) ~ J g ~ ,  ItI<T. Si pone  X ( t ) =  TtX,  t~ (-- oo, -F co). Tale solnzione ha 
1~ propr ie t~  che la t ras formazione  Tt: ~ - + ; ~  ~ una  applicazione boreli~n~ di ~ in 
s~ che ~ nn  ~utomorf ismo,  rood. 0 ,  della mi sn ra  (~L, ~), inol tre  Tt  ~ cont inua  su ~ ,  
Vc~>l. 

I1 dominio del genera tore  infini tesimo del g ruppo  fo r t emen te  cont inno di uni- 
t~ri  in L~(SL, ~) definito da:  

(~(t) 1)(x) = t ( ~ x )  

contiene ~ e, su ~ ,  coincide con l ' ope ra to re  di Liouvil le  (di cui b~, dunque,  a n a  
estensione emiau toagg ian ta ) .  

Questo t eo r em a  m o s t r a  che, per  sistemi unidimension~li  in te ragent i  con poten-  
ziale ~ due corpi  ~0 (del t ipo consider~to in questo articolo),  vale  un t eorem~ di esi- 
stenz~ per  le equazioni  di t t~mi l ton  in senso st~tist ico for te  per  1~ classe ~ de]le 
misure  eli Gibbs .  

Nel  caso d~>2 vale  un  t e o r e m a  di esistenz~ di soluzioni s ta t i s t iche  in senso for te  
per  le equ~zioni del Inoto. Tale t e o r e m a  ~ per6,  nella sua form~ a t tua le ,  mol to  pifi 
debole di quello v~lido per  d ~ 1 in quan to  la classe ~ va ,  in qnes to  caso, scel ta  
consis tcnte  di un  unico e lemento  ~ ~ ~g.  I n  al t r i  t e rmin i  fissato ~ E ~g esiste uno 
spazio ~e  c J~, d ipenden te  da  ~, in cui vale  il t eorem~ di es is tenza e, sot to  oppor-  
t une  ipotesi  di regolari t~,  di unici t~ per  le solnzioni delle equazioni del moto .  
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I t eo remi  di esis tenza e unicit~ ora menz iona t i  per  sohz ion i  s ta t i s t iche  for t i  si 
possono r iguarda~e come t eo remi  di esis tenza per  sohz ion i  s ta t i s t iche  deboli m a  
non come teoremi  di unici t£  per  tal i  solnzioni. I1 p rob lema  de l run ic i t£  in senso 

debole s embra  essere un  p rob l ema  mol to  in te ressante  anche dal pun to  di v i s t a  delle 
applicazioni.  

5 .  - II  g a s  l i b e r o .  

L'unico  caso in cni b a t t u a l m e n t e  possibile concret izzare p i enamen te  le conside- 
razioni dei pgragraf i  p recedent i  ~ il caso del gas libero. 

Le misnre  di Gibbs associate  al potenzi~le ~ = 0 si descrivono mol to  semplice- 
men te  in t e rmin i  di due p a r a m e t r i  posi t ivi  z e f l e  delle misure  degli insiemi 

AA(D)  = { X I X A  e D c (R ~ × Ra) "} 

o re :  XA = ins ieme delle coppie (p, q) ~ X h l i c h e  q e A, ~ un  ~per to  l imi ta to  di R a 
e s > 0  ~ un  intero e D u n  borcl iano di (RaxA)~;  si pone  ( R a × A ) ° =  {0A} = insieme 

delle X e K ta t i  che X A  = O. 

Si h~, se I A t =  vo lume  di A:  

9(AA(D)) =f ~Pl... dPs~ql""8, ~qsZs" (t=~1 exp ~--2~fi[-- ]~(~/~) ]~] exp [-- ZI~I ' 
~o 

s e  8=/=0 e~ S8 8 = 0 :  

9((o~))  = e x p  ( -  zjAl) 

(<~ dis t r ibuzione di Poisson sulle q e di M~xwell sulle p ~>). Consideria.mo, per  sem- 

plicit~, il caso d = 1. 
L~ t r~sform~zione Tt:  3L -+ 3L: 

~ , ( x )  = {p~, q~},°l' ~ = (p, ,  tp,  + q,)~,~ s e x  = (p , ,  q~)~o~ ~ 

defini ta VX~;E o re  3e.,= U ,~ ~ l ' ins ieme di configurazioni in t rodo t to  nel para-  
~ o  

grafo precedente .  
]~ facile vedere  t he  9 6 invar ian te  r i spe t to  al la t r as formaz ione  T~, Vt E (-- ~ ,  + ~ ) ,  

e che T, dcfinisce un  grnppo  fo r t emen te  continuo in L~(3L, 9) di un i t a r i  (U(t)])(X) = 

= ] ( T , X )  il cui genera tore  ~ ~ un oper~tore emiauto~ggiunto  il cni dominio con- 

t iene ~ e che, su ~ ,  coincide con l 'oper~tore  di Liouvil le  
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Pe r  d imost rare  che l 'opera tore  £ 6 essenzialmente emiautoaggiunto su ~ si pub ri- 
correre al seguente  criterio [7]. 

PROPOSIZIONE. - Sin U(t)= expg t  un  semigrappo fo r t emen te  cont inuo di ani- 
t~ri  su uno spazio di t t i lbe r t  ~ e sin 9/ una  var ie t~ l ineare densa in ~.  

:L'operatore £~ restr izione di ~ ad 9/, g essenzialmente emiaatoaggiunto  se i vet- 
tori  in U(t)9/ appar tengono al dominio della chiusara  di g, Vt~R.  

Sin dunque  / ~ : occorrer~ mos t ra re  c h e l a  funzione j (TtX)  ~ dominio della chiu- 
sura  di £. 

Se f e ~  esiste un  interval lo finito z l =  ( - -~ ,  ~) tale che, se due configurazioni 
X,  YeJL  differiscono solo ((fuori di zl~) ossia solo per  le coppie (p, q) con q~A,  si 

h a  f (x)  = f( ]:). 
Poniamo A~ : (-- n, n) e 

]~ (x) =/(~,(xAo)) 

ore  XA denota  l ' insieme delle coppie (p, q)E X tal l  che q ~ A e ](T~(X%)) b deft- 
n i ta  come il valore di ] sa a n  qaa lunque  e lemento di 3L ehe coincide con Tt(X.~) 
alFinterno di zT e T~(XA,) 6 definito s imilmente a Tt(X). 

Sin 0~ :R--~ R una  fanzione non negat iva  inf in i tamente  differenziabile con sap- 
por to  in [--e/2~ s/2] ed area ani tar iu .  

S e X  (p~,q~)~=~e3~ e se ( ,)~=~el-I[--s/2, s / 2 ] p o n i a m o X A - ~ : ( p ~ , q , + ~  ~ 

c o  

= f £ ( x  + ~) I I  (o~(~,) g.(x) dS ~) . 
i = l  

facile vedere  che ]°n~e ~ .  
Fa r emo  ora vedere  che 

=f](T,(X + ~)) H o(~) d~, = f'(x) lira (~l~,)(x) 

nel dominio della chiasura  g di £. 
A ta le  scopo si osser~d che se X ~ J E ,  X~3~+~ allora X - ~  5~:E~,  X-~- ~eJC=_,~ 

o re  0 < c¢ < 1 6 una  oppor tuna  cos tante  posi t iva [1]. 
Quindi il n~mero di pan t i  di Tt((X ~ dl)A~) che nel t empo in tercorrente  fra 0 e t 

pene t ra  nel l ' interval lo z~ 6 maggiorato da (cfr. il t eorema del § 4): 

Ns ----- C(t) s ~ 

inoltre t~li pan t i  hanno una  velocit~ massima maggiorata  da 

Vs =- C(t)s ~ 

ore  C(t) 6 an ' oppo r tuna  costante  (invece di s ~ si po t rebbe  avere, in queste st ime, 
s log+ (s log+s)). 
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]~ atlora facile vedere  che, se X ~  e X ~ + ~  

l(cf°)(x)l < [I0:II  litll  c(t) 

D'a l t r a  pa r t e  9 ( ~ + ~ ) < C q / s  ~ ed ~ evidente  che, se X ~ J 5 :  [J 3~: 

f ¢o lim (£f°~,)(X) = (£f)(T,(X-~ ~)) H 0 ( ~ )  d ~  
i = 1  

in senso puntugle .  Quindi si deduce,  per  il teorem~ di convergenza domingta,  che il 
lira £]0, ha luogo anche in L2. Poich6, per  il t eorema di eonvergenza dominata ,  
~---> ¢o 

hm" ]~°~ ]o~ in L~ si deduce che ]oo 6 nel dominio di £ e 

(~l Oe) (X) = i=l ~ Pi~qi (X) : (~t)( Tt (X -~- (~)) i:lHO(~i) d~i " 

Una ulteriore applicuzione del teorema di convergenza domin~ta consentir~ di af- 
fe rmare  che lira f~(X) ~ ](TtX) in L2 e lira (~]°~)(X) ~ (£])(TtX) in L~ e quindi dir£ 

che (U( t ) ] ) (X) :  ~(T~X) ~ nel dominio di £ e £(U(t)])-~ U(t)(£]), concludendo la 
dimostrazione.  

Poich6 le convergenze di f°(X) e £]°°(X) ad ](T~X) e £](T~X) sono evident i  per  

ogni X e J E =  (0 J~  occorre solo dare  una  s t ima dell~ grandezza di (£]°~)(X) per 
s = l  

X e;E~+~, X ~;E~. 
I n  base alle ipotesi f a t t e  sulle funzioni di ~ e alle s t ime di N~ e V~ primn discusse 

chiaro che 

o re  C~1 ) e h "(~ sono le cost~nti  associate a ] E ~ .  
Poich~ VC>O, g > 0  la funzione ~v(X)~  Cs a, se X~5~8+~\JC ~ ~ in L(5~,~), 

Vp >~ 1, p ~ ~ ,  siamo ef fe t t ivamente  helle ipotesi del teoremu di convergenz~ dominatn.  

6 .  - C o n c l u s i o n i .  

In  questo l~voro si sono discusse le equ~zioni di t t~mi l ton  con purticol~re rigu~rdo 
alle soluzioni st~tist iche r i spet to  a classi di misure stazionarie.  Si ~ messa in luce 
d~ questo punto  di vista,  la mancanza  di a n  teoremu di unicit~ soddisfacente in 
upparente  contr~sto con le affermazioni di esistenza ed unicit~ che si t rovano  nella 
le t te ra tur~ .  

In  realtY, come ~ stato pifi volte  sot tol ineato dagli stessi ~utori dei teoremi  in 
questione, si t r a t t~  di teoremi  di esistenza ed unicit~ insoddisfacenti  pereh~ v~lidi 
per soluzioni soggette ad eccessivi requisi t i  di regol~rit~ [1]. 
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Ques t~  s i tuuzione c h e s i  p re sen t~  per  le equ~zioni  di H a m i l t o n  d o v r e b b e  pre-  

senturs i  unehe  pe r  le equ~zioni  (~ pifi semptic i  ~ che  ne  sono (( conseguenza  ~> qu i l t  

le equaz ion i  di B o l t z m a n n ,  di Hav ie r -S tokes ,  di Eu le ro  e s~rebbe in t e re s san te  stu-  

d ia re  se unche  per  ques te  equaz ion i  ci sia lu possibi l i t~ di un~  simile in t r icn t~  rela-  

zione f ra  t e o r e m i  di es is tenzu e unici t~  e condiz ioni  di r e g o l a r i t ~  a lmeno  pe r  q u a n t o  

r igua rd~  le soluzioni s ta t i s t iehe  r i spe t to  ad  o p p o r t u n e  misure  stazion~rie.  

T~le p rob lem~ s e m b r a  ape r to  perf ino net  cusi in cut si h a n n o  t eo r emi  di esis tenz~ 

e uniei t~  (cio~, ad  es. (( equaz ione  di B o l t z m a n n  o m o g e n e a  ~) o <( equaz ione  di N~vier-  

S tokes  b id imens ion~le  ~>). 

~ ' e s e m p i o  del  gas p e r f e t t o  mos t r~  come,  in u n  c~so in cut  si p e n s a  che<( t u t t o  >> 

sin noto ,  sia e f f e t t i v~men te  possibile m o s t r a r e  Fequiva]enz~ f ra  Fes is tenza  e unici t~  

in senso s t~t is t ico debole  ( r i spet to  a, cer te  cl~ssi di m i su re  st~zionurie) e le p ropr i e t£  

di au to~gg iunz ione  di un  cer to  oper~ to re  l ineare.  

Mi ~ gr~di to  e doveroso  r ingraz iure  C. BOLDRIGHI~I~ L. TRIOLO e~ s o p r a t t u t t o  

M. P u L v I ~ E ~ T I  pe r  l unghe  discussioni  nelle quali  le idee c h e s i  t r o v u n o  in  ques to  

l avoro  si sono sv i luppute .  
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